Técnicas de Simulación. Ejercicios

1. Expresar mediante un modelo matemático analítico los siguientes sistemas descritos de forma textual:

a) La concentración de anticuerpos en un organismo es proporcional a la concentración de cierto virus H.

b) El comportamiento descrito en el apartado anterior se produce sólo hasta cierto punto crítico [Vh]c a partir del cual la concentración de anticuerpos permanece constante independientemente de la concentración de virus.

c) El aumento de la presencia del virus H en el organismo provoca un aumento de concentración de anticuerpos A. Este aumento crece proporcionalmente con la concentración del virus H.

d) El deterioro de cierto organismo se mide a través de la concentración de virus en el cuerpo. Debido a que el avance de la enfermedad debilita al organismo, el crecimiento de la concentración de virus es más rápido, cuanto mayor es la concentración de dicho virus. Proponer una fórmula matemática que permita expresar la evolución temporal de la concentración de virus.

2. a) En el año 1930 se estimó la población de focas en una determinada colonia en unos 3000 individuos. A partir de este año comenzó un descenso de 25 individuos netos por año. Establecer una ecuación para la evolución de dicha población a partir de 1930.

b) Supongamos ahora que el descenso no fue constante, sino que aumentó en 4 individuos cada año. Escribir en este caso la ecuación de evolución.

3. a) Encontrar un modelo matemático para el siguiente sistema. Se trata de una población de mosquitos que habita en torno a un frutal. Su reproducción es tal que cada día nacen 4 individuos nuevos por cada individuo. Si la población inicial es 130.000, ¿cuántos días tardarán en obtenerse 1.000.000 de estos individuos?. Dado el modelo matemático encontrado, ¿qué tipo de estructura dinámica es representada por el modelo?.

b) En el modelo del apartado anterior vamos a suponer que el tiempo de vida de los mosquitos es exactamente 4 días, esto es, nace, viven durante 4 días y luego mueren. ¿Cómo sería en esta ocasión el modelo matemático?

c) Realizar un diagrama de Forrester de este modelo.

4. El ritmo de llegada de coches a cierta cola formada en la autopista es E coches/minuto. El ritmo de salida de los coches es 0 coches/minuto hasta el instante t=t0, en el que crece acercándose de forma exponencial a la constante E coches/minuto. Sabiendo que en t=0, el número de coches en la cola es N0, encontrar una expresión matemática para el número de coches en la cola N(t).

5. El ritmo de entrada de agua en un depósito crece linealmente con el tiempo a partir de un instante t=0, con un caudal inicial c(0)=0. En t=0 comienzan a funcionar las bombas de vaciado del depósito, provocando un caudal de salida que crece exponencialmente con el tiempo hasta un valor constante E. Si el depósito parte de un nivel N0, encontrar una expresión matemática para el valor de dicho nivel en el momento en que el caudal de salida alcance el valor constante E.

6. Se pide modelar mediante un diagrama de Forrester, el siguiente sistema. Se trata de un sistema de calefacción donde la temperatura cambia conforme a un incremento proporcional a la discrepancia respecto a cierto valor de referencia Tref. ¿Qué tipo de bucle de realimentación se obtiene?.

7. Dado el siguiente diagrama de Forrester, encontrar una expresión matemática para N(t).
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8. a) Realizar el diagrama de Forrester para un sistema de control del almacén. Esto es, el número de pedidos (entradas al almacén) es proporcional a la discrepancia entre lo almacenado y cierto valor Aref. Además hay que considerar que el almacén se vacía debido a las ventas.
b) Escribir las ecuaciones matemáticas que describen este modelo. De estas ecuaciones cuáles son leyes de conservación y cuáles relaciones de constitución.

9.
a) Dado el diagrama de Forrester de un modelo acerca de la población de ballenas:
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Dadas las relaciones Nacimientos=Nac*Población, Mortalidad Natural=Mna * Población y Mortalidad por pesca = Mpes * Población (Mpes=k*BMAX), hallar la expresión de la población de ballenas en función del tiempo. ¿Qué tendencias pueden darse en la evolución de la población de ballenas y  qué condiciones deben producirse en cada caso para que surjan?. Deducir una expresión para el tiempo necesario para que la población de ballenas decaiga en un 50%.

10. a) ¿Cuántos nivéles hacen falta como mínimo para modelar un sistema oscilatorio mediante un diagrama de Forrester?.

b) Cierto tipo de bacteria se organiza en colonias, estableciendo un mecanismo de reproducción y muerte cuya misión es mantener la temperatura de la colonia en torno a cierto valor óptimo. Una parte del mecanismo, lo constituye la acción de cada bacteria individual que es capaz de generar cierta cantidad de calor constante Qb  (calor generado por individuo) gracias a una reacción química. La variación de la temperatura de la colonia respecto al tiempo es proporcional al calor total suministrado. Este calor total proviene de la suma de los Qb generados por cada individuo de la colonia. La segunda parte del mecanismo la constituye el comportamiento global de la colonia. Esta bacteria es capaz de aumentar su nivel de reproducción cuando la temperatura disminuye alejándose del nivel óptimo, mientras que cuando la temperatura aumenta  por encima del nivel óptimo la bacteria tiende a autodestruirse. De esta forma la variación de la población de bacteria por unidad de tiempo se puede modelar de forma proporcional a la discrepancia de la temperatura respecto a cierto valor óptimo.

Hay que tener en cuenta además que la temperatura sufre las consecuencias del enfriamiento por disipación normal al contacto con el aire. Esta pérdida se puede considerar constante. Un efecto que caracteriza a esta bacteria es su luminiscencia química que se incrementa al aumentar la temperatura. 

Una vez realizado el diagrama de Forrester del modelo descrito explicar mediante gráficos del comportamiento de las variables del sistema, por qué a las colonias formadas por esta bacteria sobre troncos de árboles en descomposición se les reconoce inmediatamente por la noche al observarse una luminosidad oscilante.

11. Se pretende simular el modelo de la propagación de un rumor en una ciudad. Para ello se realizan las siguientes suposiciones:

· La población P es constante.

· La parte de la población conocedora del rumor PR(t) se mezcla homogéneamente con la parte de la población que lo desconoce.

· Llamaremos número total de posibles contactos al producto de la población conocedora del rumor por la población que aún no lo conoce. El número de posibles transmisiones de un rumor a una persona que aún no lo conoce, por unidad de tiempo es una fracción de lo que llamaremos el número total de posibles contactos.

a) Realizar un modelo de Forrester que modele la evolución de la población conocedora del rumor. Clasificar los lazos de realimentación que aparezcan en el modelo.

b) Esbozar el tipo de comportamiento que se va a producir en la simulación. ¿Cómo se llama este comportamiento?.
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