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Tema 2. Sistemas Relacionales de Preferencias.
1. Introducción.

Cualquier decisión debe estar basada en criterios que muestren las Preferencias del decisor sobre el conjunto de alternativas. Los Sistemas de Preferencias son modelos para formalizar y tratar información sobre preferencias. La forma más directa de mostrar las preferencias es a través de comparaciones por pares. Los Sistemas Relacionales de Preferencias son sistemas de preferencias basados en una serie exhaustiva de relaciones binarias mutuamente exclusivas. Las Relaciones Binarias son las herramientas matemáticas más apropiadas para modelizar preferencias basadas en comparaciones entre pares de alternativas.


El modelo clásico es el sistema relacional simple de preferencias consistente en tres relaciones binarias: la preferencia, la indiferencia y la incomparabilidad. La preferencia y la indiferencia suelen estar en cualquier modelo de preferencias. La incomparabilidad corresponde a la inexistencia de información suficiente para relacionar las alternativas; el sistema de preferencias es completo si no se contempla la incomparabilidad. Este modelo se va extendiendo al introducir relaciones intermedias. El sistema relacional doble de preferencias aparece al incluir sólo una relación intermedia, la semipreferencia o preferencia débil, entre la indiferencia y la preferencia. 


Un Sistema Relacional Múltiple de Preferencias se obtiene incluyendo, además de la incomparabilidad y la indiferencia, una serie de relaciones graduales de preferencias. Estas relaciones corresponden a diferentes grados o intensidades en el sentimiento de preferencia. Tales graduaciones se manifiestan al tener que usar calificativos para la preferencia tales como preferencia ligera, preferencia débil, preferencia fuerte, casi-preferencia, preferencia estricta, preferencia total, etc. El conjunto de relaciones graduales de preferencia diferentes viene dado por los requerimientos del decisor al expresar sus sentimientos sobre las alternativas; al usar términos como muy preferida, algo preferida, poco preferida, etc. Las alternativas cerradas usuales al expresar opiniones del tipo muy, bastante, algo o casi que se emplean en muchas situaciones dan lugar a este tipo de sistemas. Por ejemplo, si las preferencias sobre dos alternativas a y b se manifiestan marcando la opción elegida entre una de las cinco posibilidades.

· La alternativa a es muy preferible a b.
· La alternativa a es algo preferible a b.

· Las alternativas a y b son indiferentes.

· La alternativa b es algo preferible a a.
· La alternativa b es muy preferible a a.
 
Los sistemas relacionales de preferencias se pueden modificar en dos direcciones: por un lado, introduciendo nuevas relaciones de preferencia intermedias o descomponiéndolas; por otro lado, excluyendo o eliminando relaciones de preferencia. El propósito de tales modificaciones es permitir una mayor holgura en la especificación de la preferencia para cada par de alternativas y evitar situaciones ambiguas, respectivamente. En Roy (1985) se consideran relaciones intermedias incluso entre la incomparabilidad y las relaciones de preferencia, denominadas con términos como casi-preferencia, preferencia presumida, no preferencia, etc.


La Transitividad juega un papel muy importante en la modelización de preferencias con relaciones binarias. En la teoría clásica, la propiedad transitiva se impone a la relación de preferencia y a veces a la de indiferencia. La transitividad de la relación de indiferencia es frecuentemente contestada con paradojas realistas de cadenas de indiferencias, donde la primera y última alternativa son claramente no indiferentes. No obstante, se pueden contemplar modelos que reflejen una actitud intermedia entre ambos extremos; admitir algún tipo de implicación similar a la obtenida con la transitividad para las situaciones más claras. Dada una cadena de relaciones de preferencia e indiferencia (posiblemente de diferente tipo), parece natural que si las relaciones de preferencia son significativamente más importantes que las indiferencias, entonces exista cierto tipo de preferencia entre la primera y última alternativa de la cadena. El tipo de preferencia entre estas alternativas extremas debe ser función del tipo, posición y número de las relaciones de preferencia e indiferencia que componen la cadena. 


Argumentos de este tipo dan lugar a varias condiciones en las cadenas de relaciones (preferencias, semipreferencia e indiferencia) sobre alternativas para poder concluir un cierto tipo de preferencia entre alternativas situadas en los extremos de la cadena. Estas condiciones deben evitar la posibilidad de que existan ciclos de relaciones que den lugar a una contradicción. Las propiedades resultantes, similares a la transitividad pero incluyendo distinto tipo de preferencia, se conocen como Transitividades Mixtas. Una transitividad mixta en un sistema relacional de preferencia consiste en un conjunto de condiciones sobre la cadena de relaciones de diferentes tipos de preferencia y/o indiferencia que permiten deducir la situación de preferencia entre la primera y última alternativa de la cadena. 


En un sistema relacional múltiple de preferencias, dada una cadena de diversas relaciones de preferencia e indiferencia, parece natural que si los grados de las relaciones de preferencia son significativamente más importantes que los de las indiferencias, entonces exista cierto grado de preferencia entre la primera y última alternativa de la cadena. El grado de la preferencia entre estas alternativas debe ser función del grado, posición y número de las relaciones de preferencia e indiferencia que componen la cadena. Argumentos de este tipo dan lugar a varias condiciones en las cadenas de preferencias graduales sobre alternativas para poder concluir un cierto grado mínimo de preferencia entre alternativas situadas en los extremos de la cadena. Una relación de preferencia donde sólo se garantiza un cierto grado mínimo es una preferencia extendida a la que corresponde una indiferencia extendida. Resultan así distintos tipos de transitividad, que también se conocen como transitividades mixtas. Una transitividad mixta consiste en condiciones sobre los grados de preferencia en una cadena de relaciones de preferencia y/o indiferencia extendida para poder deducir una preferencia extendida entre la primera y última alternativa de la cadena. 


La estructura de un sistema relacional de preferencias viene dado, además de por el número de relaciones binarias incluidas y las propiedades individuales de cada relación, por las conexiones entre las relaciones. Las principales estructuras para los sistemas relacionales simples de preferencia son el orden de intervalo, el preorden y el semiorden. Las estructuras de sistemas relacionales dobles de preferencias más importantes son: el casi-orden, el preorden de intervalo, el doble semiorden, el pseudo-orden o el doble orden de intervalo. Una misma estructura de un sistema relacional de preferencias puede venir dadas de diferentes formas equivalentes, cada una de ellas puede entonces jugar el papel de definición y las demás serían caracterizaciones. La opción adoptada dependerá de la perspectiva considerada; desde el punto de vista matemático es conveniente que la definición incluya los axiomas más débiles posibles; desde el punto de vista de un tipo concreto de aplicaciones, la definición debe enunciarse en términos de los conceptos y herramientas usuales. Para los sistemas de soporte de la decisión, la mejor definición sería la más naturalmente interpretable por los posibles decisores. En definitiva, el concepto de estructura viene dado por las propiedades que son válidas para los sistemas; poco importa en su aplicación cuales forman parte de la definición y cuales son consecuencia de la propia definición. 


Cada una de las estructuras de un sistema relacional viene caracterizada por un conjunto de implicaciones esenciales. Las implicaciones esenciales son condiciones obtenidas al aplicar las transitividades mixtas a las cadenas más cortas por ellas contemplada que caracterizan la estructura. El conjunto de implicaciones esenciales correspondientes a cada estructura constituyen la caracterización más sencilla de la estructura correspondiente, lo cual es conveniente desde un punto de vista matemático. Estas implicaciones son las usualmente consideradas como los axiomas de las estructuras de las que se deducen las demás propiedades importantes; entre ellas las transitividades mixtas.

 
Una manera usual de adoptar un sistema de preferencias es usando valoraciones sobre las alternativas y determinando umbrales para los diferentes grados de preferencia. Un soporte de umbrales de un sistema relacional múltiple de preferencias consiste en una valoración de las alternativas y una serie de umbrales para cada uno de los grados de preferencia sobre las alternativas. El grado de preferencia entre dos alternativas se obtiene comparando el valor de la alternativa preferible con los umbrales de la otra alternativa. Las funciones de valor y de umbral suelen interpretarse como representación numérica del sistema de preferencias porque se conciben como una forma de almacenar la información proporcionada por los sentimientos de preferencia en vez de la forma en que se adoptan las preferencias. Los umbrales se suelen tomar sobre las diferencias de las valoraciones de las alternativas para establecer el correspondiente grado de preferencia. Otras alternativas para representar los sistemas están constituidas por las representaciones mediante tablas o matriciales o las representaciones gráficas a través de grafos.

2. Relaciones Binarias.
 
Sea A un conjunto de alternativas en el sentido más genérico. Sus elementos pueden ser objetos materiales, cantidades monetarias o de cualquier otro bien económico, candidatos, ruidos, condiciones sociales, enfermedades, tiempo, recursos o incluso la combinación de varios de ellos. Estos objetos o elementos constituyen el conjunto base sobre el que se definen los distintos elementos matemáticos formales, como relaciones, operaciones o funciones.


Una relación binaria R sobre A describe la existencia de una propiedad de conexión entre pares de alternativas. Por tanto, ( a,b ( A, aRb denota que la alternativa a está relacionada por R con la alternativa b. Las relaciones binarias sobre un conjunto base A se pueden definir formalmente como subconjuntos del producto cartesiano A(A. Entonces se puede denotar indistintamente tanto (a,b) ( R como aRb según convenga. La notación usual de la teoría de conjuntos puede facilitar la expresión de algunas propiedades o condiciones.

Ejemplo.
Consideremos en un conjunto de 6 alternativas A = { a1, a2, a3, a4, a5, a6 } la relación R dada por los pares (a1,a1), (a3,a3), (a1,a3), (a4,a1), (a6,a1), (a3,a5), (a1,a5). Una serie de ejemplos importantes surgen en conjuntos numéricos con las usuales relaciones de magnitud; mayor, menor, no menor, igual, etc. En A el conjunto de los números enteros del 0 al 9 se pueden considerar las siguientes relaciones:



aRb si y sólo si a > b.



aRb si y sólo si |a(b| < 3.



aRb si y sólo si a < b + 2.



aRb si y sólo si a ( 2b.



aRb si y sólo si a ( 2b(1.



aRb si y sólo si b < a ( 2b.

Otros ejemplos interesantes aparecen al realizar de forma más o menos sistemáticas procesos de comparaciones estadísticas por pares.





#
2.1. Representaciones.


La representación y codificación de las relaciones binarias es fundamental para su manipulación e interpretación. A parte de la simple descripción de los pares de alternativas relacionadas o de la expresión de una condición R(a,b) que se cumple para las alternativas relacionados, cuando el conjunto A es finito son muy útiles las representaciones matriciales mediante tablas o gráficas mediante el uso de grafos dirigidos. 


El grafo asociado G(R) representativo de una relación binaria R se obtiene identificando las alternativas con los nodos o vértices del grafo e incluyendo los arcos dirigidos entre cada dos vértices relacionados. Las relaciones simétricas pueden representarse por grafos no dirigidos y en las que se asume la reflexividad se pueden obviar los bucles. Otras simplificaciones surgen al aprovechar la transitividad para evitar una representación muy recargada. Los diagramas de Hesse son muy útiles para expresar relaciones de orden o estructuras similares. Las propiedades de las relaciones se traducen fácilmente en términos del grafo correspondiente.


La matriz M(R) asociada a la relación binaria R se obtiene al ordenar las alternativas e identificarlas con las filas y columnas de la matriz binaria o booleana que toma el valor 1 o V si la alternativa correspondiente a la fila está relacionada con la correspondiente a la columna. Formalmente, si a1, a2, ..., an es la ordenación de las alternativas, la matriz asociada queda definida por mij(R) = 1 si y sólo si aiRaj. La matriz se muestra en forma de tabla identificando las alternativas correspondientes a cada fila y columna.

Ejemplo.
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La relación binaria R sobre el conjunto de las 6 alternativas A = {a1, a2, a3, a4, a5, a6} que viene dada por el conjunto de pares R = {(a1,a1), (a3,a3), (a1,a3), (a4,a1), (a6,a1), (a3,a5), (a1,a5)} tiene una representación:
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2.2. Propiedades.

Las principales propiedades de relaciones binarias sobre un conjunto A son: 

1. reflexividad 
aRa, 


( a ( A. 

2. irreflexividad 
( aRa, 

( a ( A. 

3. simetría 
 
aRb ( bRa, 

( a,b ( A. 

4. antisimetría 
aRb, bRa ( a=b, 
( a,b ( A. 

5. asimetría  

aRb ( ( bRa,

( a,b ( A. 

6. completitud
aRb ó bRa, 

( a(b ( A. 

7. linealidad  
( aRb ( bRa,

( a,b ( A. 

Relacionadas con la idea de transitividad existen diversas propiedades:

8. transitividad estándar
[aRb, bRc] ( [aRc],


( a,b,c ( A. 

9. transitividad negativa
[(aRb, (bRc] ( (aRc,

( a,b,c ( A. 

10. semitransitividad

[aRb, bRc] ( [aRd ó dRc], 

( a,b,c,d ( A. 

11. transitividad de intervalo:
[aRb, cRd] ( [aRd ó cRb],
( a,b,c,d ( A. 

12. cuasi-transitividad
[aRb,bRc, (bRa, (cRb] ( [aRb, (bRa],
( a,b,c (A.


Esta terminología única dede permitirnos evitar ambigüedades, por ejemplo, no es lo mismo una relación no reflexiva que una relación irreflexiva. Sin embargo se emplean otros términos distintos para algunas de estas propiedades y puede existir confusión incluso sobre el significado de alguna de las denominaciones. Por ejemplo, los términos para la asimetría y la antisimetría pueden aparecer intercambiados; sin embargo la asimetría debe entenderse como la ausencia de simetría y la antisimetría como la imposibilidad de simetría. La diferencia entre ellas está en que la asimetría contempla lazos o bucles (relaciones del tipo aRa) pero son imposibles con la antisimetría. Análogamente ocurre con la propiedad lineal y la completitud; una relación binaria es lineal si y sólo si es completa y reflexiva. Un término usual para esta cuestión es hablar de conexidad, la conexidad fuerte sería la linealidad aquí definida y la conexidad fuerte la completitud. Sin embargo también se habla de fuertemente conexa, fuertemente lineal o fuertemente completa, por un lado y débilmente conexa, débilmente lineal o débilmente completa, por otro. La transitividad de intervalo se suele denominar propiedad de intervalo o de Ferrers.


Algunas formas alternativas de definir las propiedades puede ajustarse más naturalmente a ciertas inspiraciones. Tal puede ser el caso de las propiedades asimétrica y lineal expresadas por: 


R es asimétrica si y sólo si 
( (aRb y bRa), ( a,b ( A

R es lineal si y sólo si 

aRb ó bRa, ( a,b ( A. 

También es usual expresar algunas propiedades como configuraciones imposibles; por ejemplo, la irreflexividad consiste en la imposibilidad de lazos del tipo aRa.


Algunas relaciones, como implicaciones o incompatibilidades, entre estas propiedades permite esclarecer la conexión entre ellas.

Proposición 2.1. 

Sea R una relación binaria sobre A.



1) Si R es asimétrica entonces es irreflexiva y antisimétrica.



2) Si R es irreflexiva y transitiva entonces es asimétrica.



3) Si R es irreflexiva y semitransitiva entonces es transitiva.



4) Si R es irreflexiva y de intervalo entonces es transitiva.



5) Una relación R no puede ser a la vez lineal e irreflexiva.

2.3. Operaciones.


Algunas operaciones con relaciones binarias son las siguientes. Sean R y S en un mismo conjunto A, entonces se definen las siguientes relaciones:


1) la composición R · S es:
aR·Sb

si y sólo si
( c(A, aRcSb. 


2) la unión R ( S es: 

a(R(S)b
si y sólo si 
aRb o aSb. 


3) la intersección R ( S es: 
a(R(S)b
si y sólo si 
aRb y aSb. 


4) la inversa R(1 es:  

aR(1b 

si y sólo si 
bRa. 


5) la complementaria Rc es: 
aRcb

si y sólo si 
no aRb. 


6) la dual Rd es:

aRdb 

si y sólo si 
no bRa. 


Algunas denominaciones diferentes para estas mismas operaciones son el producto para la composición o para la intersección, la suma para la unión, la relación recíproca o simétrica para la inversa y la negación u opuesta para la complementaria. Algunas de las operaciones unarias aquí definidas son autoduales en el sentido de que al aplicarla dos veces devuelve la misma relación. Las operaciones binarias permiten definir potencias pero la más usual es la potencia por composición que adopta la notación usual: Rm+1 = Rm·R, ( m ( 0, siendo aR0b si y sólo si a=b. La combinación entre algunas propiedades y puede aclararse usando estas operaciones. Por ejemplo, la propiedad transitiva es R·R ( R, la simétrica es R(1 = R, antisimétrica es R(1 ( R = (, etc.


La implicación entre relaciones equivale a la inclusión entre los subconjuntos del producto cartesiano que los caracterizan. Por tanto se puede escribir equivalentemente R(S ó R(S si y sólo si aRb ( aSb, ( a,b(A. De esta forma, algunas propiedades pueden formularse abreviadamente como por ejemplo, la propiedad transitiva por: R2 ( R.


Dada una relación binaria R sobre A se denotan los conjuntos de elementos relacionados con uno dado por: R[a] = { x ( A: aRx }, ( a ( A. La estructura existente entre estos conjuntos es fundamental para la estructura de la propia relación R.


De una relación binaria R es importante poder separar su parte simétrica S(R) y su parte asimétrica A(R). Se pueden definir formalmente estas operaciones sobre R o relaciones asociadas a R por: S(R) = R(R(1 = R ( Rd  y  A(R) = R ( R(1 = R ( Rd

Descriptivamente aS(R)b si y sólo si aRb y bRa  y  aA(R)b si y sólo si aRb pero no bRa. Además se tiene que R = S(R) ( A(R) pero S(R) ( A(R) = (.

2.4. Dualidad.


Especialmente importante, en virtud de las conexiones que establece entre otras opraciones y las propiedades, es la operación de dualidad, que también puede establecerse por Rd = (R(1)c = (Rc)(1

Por ejemplo, se tiene que R ( S ( Sd ( Rd. Además R = (Rd)d. La dualidad de una propiedad se obtiene al considerar la operación de dualidad sobre la relación de implicación o igualdad que la define. Así encontramos propiedades de una relación R que se convierten en otra propiedad de su dual Rd, pero en algunas ocasiones aparece la misma propiedad y se dice que es autodual. Algunas de estas cuestiones de dualidad se reflejan en el siguiente resultado:


La propiedades de una relación R se traducen por dualidad a la relación dual Rd de la siguiente forma:

Proposición 2.2.

Sea R una relación binaria y Rd su dual. Entonces:

1. R es reflexiva si y sólo si su dual Rd es irreflexiva.

2. R es simétrica si y sólo si su dual Rd es simétrica. 

3. R es antisimétrica si y sólo si su dual Rd es completa.

4. R es lineal si y sólo si su dual Rd es asimétrica.

5. R es transitiva si y sólo si su dual Rd es negativamente transitiva.

6. R es semitransitiva si y sólo si su dual Rd es semitransitiva.

7. R es transitiva de intervalo si y sólo si su dual Rd es transitiva de intervalo.

8. R es cuasitransitiva si y sólo si su dual Rd es cuasitransitiva. 

2.5. Restricciones.


Las propiedades de las relaciones binarias se pueden expresar mediante restricciones lineales sencillas. Sea M = [mij] la matriz asociada a la relación binaria R. Se parte de que mji(R) ( {0,1}, ( i,j. Entonces las restricciones lineales que corresponden a las propiedades de R son las siguientes:

1. Reflexiva:


mij = 1, 



( i=j.

2. Irreflexiva:


mij = 0, 



( i=j.

3. Simétrica: 


mij = mji, 



( i,j.

4. Antisimétrica:

mij + mji ( 1, 



( i(j.

5. Asimétrica: 

mij + mji ( 1, 



( i,j.

6. Completa: 


mij + mji ( 1, 



( i(j.

7. Lineal: 


mij + mji ( 1, 



( i,j.

8. Transitiva: 


mij + mjk ( mik ( 1, 


( i,j,k.

9. Negativamente Transitiva:
mij + mjk ( mik ( 0, 


( i,j,k.

10. Semitransitiva: 

mij + mjk ( mil ( mlk ( 1, 

( i,j,k,l.

11. De Intervalo: 

mij + mkl ( mil ( mkj ( 1, 

( i,j,k,l.

12. Cuasitransitiva

mij + mjk – mji ( mkj ( mik + mki ( 1, 
( i,j,k.

2.6. Tipos de relaciones.


Los tipos de relaciones binarias se establecen por un conjunto de propiedades que les dan unas características especiales a las relaciones. Uno de las principales tipos de relaciones binarias son las relaciones de equivalencia. Una relación de equivalencia es una relación reflexiva, simétrica y transitiva. La relación de equivalencia establece una partición del conjunto A en subconjuntos denominados clases de equivalencia formados por las alternativas relacionadas entre sí. El conjunto cociente A/R es el formado por dichas clases. Una estructura, o cualquier otro instrumento matemático formal, compatible con la relación de equivalencia es el que tiene el mismo efecto al sustituir una alternativa por cualquier otra de su misma clase. En tal caso, el instrumento formal es heredado por el conjunto cociente. La relación de equivalencia se puede caracterizar por conjuntos de restricciones lineales de distinta complejidad.



mii = 1, 

( i.



mij = mji, 

( i,j.



mij + mjk ( mik ( 1,
( i,j,k.


En relación con la noción de ordenación existen varios conceptos formales de tipos de relaciones binarias estrechamente relacionados con la propiedad transitiva. El concepto básico de orden es el de una relación antisimétrica y transitiva. Se suelen emplear algunos términos específicos para las estructuras de orden donde se relajan o intensifican estas condiciones. 


Las estructuras de orden más fuertes se identifican con diversos calificativos. Así, por ejemplo, el término estricto hace referencia a la reflexividad o irreflexividad; un orden estricto es una relación binaria asimétrica (irreflexiva y antisimétrica) y transitiva. En caso contrario se habla de orden no estricto, se exige la reflexividad en vez de la irreflexividad (ráramente se considfera una situación intermedia donde no se de la relación reflexiva ni la irreflexiva). La propiedad lineal o completa se identifica con los términos lineal, completo o total. Un orden total es una relación antisimétrica, completa y transitiva, un orden total estricto es una relación asimétrica, completa y transitiva. Cuando no se exige la completitud se emplea el calificativo parcial, aunque en principio sería redundante.


Las estructuras en las que se relajan las condiciones de un orden se denotan con otros términos o calificativos. El término preorden excluye la antisimetría, sin embargo se impone la reflexividad; un preorden (también llamado cuasiorden) es una relación reflexiva y transitiva. Si se excluye la transitividad se obtiene un torneo (que generalmente se entiende completo); un torneo es una relación antisimétrica y completa (la refelxividad es irrelevante; puede entenderse un toneo como una relación asimétrica y lineal). Un torneo parcial es una relación simplemente antisimétrica. También surgen estructuras donde la transitividad es sustituida por propiedades similares, generalmente menos fuertes, aunque generalmente se impone la completitud. Así, un orden de intervalo es una relación completa y con la propiedad de intervalo; un semiorden es un orden de intervalo semitransitivo. También es posible relajar una condición de los órdenes e intensificar otra, de forma que un preoden total (o cuasiorden lineal) se define como una relación reflexiva y transitiva. El término débil es el que ofrece mayor dificultad porque la forma de utilizarlo no es unánime en los distintos círculos cientificos que utilizan relaciones binarias. Un orden débil puede estar identificado con preorden o con una relación asimétrica y negativamente transitiva.

2.7. Algoritmos.


Un tipo de transformaciones u operaciones sobre las relaciones binarias consiste en incluir nuevos pares en la relación hasta que verifique ciertas porpiedades. Estas transformaciones se denominan genéricamente extensiones. La clausura o generación se refiere a la menor de las extensiones posibles. El orden R es una extensión del preorden P si P(R, la clausura transitiva de la relación R es la menor relación transitiva T tal que R(T. También se suele hablar de la relación simetrizada de una relación R viene definida por R(R(1 es la menor relación simétrica que contiene a R.


La construcción algorítmica de la calusura transitiva es un problema que ha recibido gran atención debido a diversas aplicaciones computacionales equivalentes a esta operación. Un algoritmo primitivo consiste en ir tomando todas las ternas de elementos a,b,c tales que aRb, bRc pero no aRc e irle añadiendo este par a la relación hasta que no se encuentre ninguno en estas circunstancias. Algo más eficiente es el algoritmo que va calculando las sucesivas potencias de la relación R hasta que no se produzca modificación.

Algoritmo 1.
1. Hacer T ( R.

2. Mientras T ( T(R, hacer:


T ( T(R.


Dado que tras m iteraciones se tiene T=Rm, por tanto a lo sumo se realizan |A| iteraciones. Sin embargo, el número de veces que se aplica lo operación “(”, que es de complejidad O(|A|3), se puede reducir si se aplica siempre a la relación T. El siguiente algoritmo incorpora esta estrategia.

Algoritmo 2.
3. Hacer T ( R.

4. Mientras T ( T(T, hacer:


T ( T(T.


El número máximo de iteraciones de este algoritmo es log2 |A|3, ya que, tras m iteraciones del algoritmo, T es la potencia 2m de R; 
[image: image4.wmf].


Es importante determinar la forma eficiente de caracterizar o construir, mediante algoritmos, estas extensiones o clausuras. Para esto es conveniente considerar las representaciones matriciales o mediante grafos. Las operaciones definidas sobre las relaciones binarias se pueden identificar con operaciones matemáticas sobre las matrices asociadas o mediante algoritmos que manipulan el grafo asociado. El algoritmo de la clausura transitiva es corriente en cualquier texto sobre algoritmos.


El aspecto que pueden tener las representaciones matriciales o mediante grafo de una relación binaria puede facilitar considerablemente la captación de la estructura determinada por algunas propiedades. Para ello es importante conseguir una adecuada ordenación de alternativas en filas y columnas o una buena disposición de los nodos o vértices del grafo con los que se identifican las alternativas. La matriz asociada a una relación de equivalencia o de orden, si las alternativas se agrupan por clases, tiene el aspecto de matriz diagonal o triangular por cajas donde las clases de equivalencia hacen el papel de alternativas.

3. Sistemas Relacionales Simples de Preferencias.
 
El modelo de preferencias clásico basado en relaciones binarias es el sistema relacional simple de preferencias consistente en tres relaciones binarias sobre el conjunto A de alternativas: la relación de preferencia denotada por P, la relación de indiferencia denotada I y la relación de incomparabilidad denotada X. La preferencia y la indiferencia son comunes a cualquier modelo de preferencias; la incomparabilidad corresponde a la inexistencia de información suficiente para relacionar las alternativas. 

3.1. Definición.

Definición 2.1.

Un sistema relacional simple de preferencias (SRPS) sobre un conjunto de alternativas A es un sistema relacional consistente en una terna S = (I,P,X) exhaustiva de relaciones binarias mutuamente exclusivas sobre A, tales que P es antisimétrica, I es reflexiva, e I y X son simétricas. 

 
La relación Característica de un sistema relacional simple es C = P(I. A partir de ella se determinan las relaciones del sistema por: 



I = C(C(1,  P = C(Cd  y  X = Cc(Cd. 

La completitud de un sistema relacional simple se alcanza al evitar la incomparabilidad. El sistema se dice completo si X = (.

Definición 2.2.
 
Un sistema relacional simple completo de preferencias (SRPSC) consiste en un par S = (I,P) de relaciones binarias exhaustivas y mutuamente exclusivas tales que P es antisimétrica, e I es reflexiva y simétrica. 


Un sistema relacional simple es completo si y sólo si la relación característica es lineal. En un sistema relacional simple completo de preferencias, la relación P también caracteriza al sistema ya que I = (P(P(1)c; además se da la dualidad C = Pd y Cd = P. 


En el tratamiento clásico de las relaciones de preferencia se identifica la relación P con la concepción de que aPb significa [la alternativa a es mejor o preferida a b], y se le denomina preferencia estricta. Mientras que la relación característica C (usualmente denotada por R) se le denomina preferencia débil o preferencia no estricta y se identifica aRb con la afirmación [a no es peor que b]. La relación de incomparabilidad suele denotarse por J.

3.2. Representación.


Dado que toda relación binaria se puede representar adecuadamente por una matriz o un grafo, puede tomarsse como representación de un sistema relacional simple la de su relación característica, sin embargo ofrece una visión más clara la representación simultánea de todas y cada una de las relaciones binarias que lo componen. Para ello se puede tomar una entrada distinta para cada uno de los elementos de la matriz o un tipo de arco distinto en el grafo asociado al sistema. 

Ejemplo.


Consideremos sobre el conjunto de las 6 alternativas A = {a1, a2, a3, a4, a5, a6} el sistema que viene dado por las relaciones: a1Ia1, a2Ia2, a3Ia3, a4Ia4, a5Ia5, a6Ia6, a1Pa3, a1Pa4, a6Pa1, a2Pa4, a5Pa4, a6Pa1, a6Pa5, a2Ia  y a3Ia4. Este sistema viene descrito por la tabla:


a1
a2
a3
a4
a5
a6

a1
I
X
P
P
X
P(1

a2
X
I
X
P
I
X

a3
P-1
X
I
I
X
X

a4
P-1
P(1
I
I
P(1
X

a5
X
I
X
P
I
P(1

a6
P
X
X
X
P
I

La representación medainte grafo y matricial es la siguiente














#

3.3. Estructura.


La estructura de un sistema relacional de preferencias viene dada por el número de relaciones binarias y las propiedades o restricciones que cumple. Estas estructuras se definen usando propiedades de transitividad mixta; cada una de estas propiedades viene dada por el conjunto condiciones para concluir aPb de una cadena del tipo aCxCy. . . zCb. 

Definición 2.3.

Un sistema relacional simple de preferencias S = (I,P,X) tiene estructura:

1. de preferencia transitiva si y sólo si:
 

C···C ( P, si todas son P.

2. de orden de intervalo si y sólo si:
 

P···C···P ( P, si no hay dos I consecutivas. 

3. de semiorden si y sólo si:



C···C ( P, si hay más P que I. 

4. de preorden si y sólo si: 

C···C ( P, si hay (al menos) una P. 


Las relaciones entre estos tipos de estructura se resume en que cada una de ellas está incluida estrictamente en la siguiente. Todo sistema con la estructura de preorden tiene también estructura de semiorden, si tiene la estructura de semiorden tiene también estructura de orden de intervalo y si tiene la estructura de orden de intervalo tiene también estructura preferencia transitiva. Sin embargo existen sistemas con estructura de preferencia transitiva que no tienen la estructura de orden de intervalo, sistemas con estructura de orden de intervalo que no tienen la estructura de semiorden y sistemas con estructura de semiorden que no tienen la estructura de preorden. 


La demostración de las implicaciones entre las estructuras se deducen directamente de las correspondientes definiciones. Los contraejemplos se obtienen fácilmente con conjuntos de muy pocas alternativas. Por ejemplo, con sólo 5 alternativas distintas existen 45 = 1.048.576 sistemas relacionales simples posibles, de los cuales sólo 172.864 tienen preferencia transitiva, de ellos 127.744 tienen la estructura de orden de intervalo, de los que 96.784 son semiórdenes, de los que sólo 8.884 son preórdenes.

Ejemplos. Consideremos otra vez más un conjunto de 6 alternativas A = { a1, a2, a3, a4, a5, a6 }. Entonces, se pueden encontrar sistemas completos S1, S2, S3 y S4 en A que son, respectivamente, preorden, semiorden, orden de intervalo, orden de preferencia transitiva pero no de los anteriores. Por ejemplo,

S1
a1
a2
a3
a4
a5
a6

S2
a1
a2
a3
a4
a5
a6

a1
I
P
P
P
P
P

a1
I
P
P
P
P
P

a2
P-1
I
I
I
P
P

a2
P-1
I
I
P
P
P

a3
P-1
I
I
I
P
P

a3
P-1
I
I
I
I
P

a4
P-1
I
I
I
P
P

a4
P-1
P-1
I
I
I
P

a5
P-1
P-1
P-1
P-1
I
P

a5
P-1
P-1
P-1
I
I
P

a6
P-1
P-1
P-1
P-1
P-1
I

a6
P-1
P-1
P-1
P-1
P-1
I

Se deja como ejercicio completar los ejemplos con los dos casos restantes.


Otros ejemplos interesantes se obtienen tomando como conjunto A el de los números enteros del 0 al 9. Consideremos los sistemas relacionales simples completos Si = (Ii,Pi) definidos por las relaciones características:



aC1b 
si y sólo si 
2a < b2 + 2.



aC2b 
si y sólo si
a2 +2 ( b(b+1).



aC3b 
si y sólo si
2a ( b ( 3.



aC4b 
si y sólo si
a ( b.

Se propone como ejercicio comprobar que el sistema S1 = (I1,P1) no tiene estructura de orden de intervalo; el sistema S2 = (I2,P2) es un orden de intervalo pero no tiene estructura de semiorden; S3 = (I3,P3) es un semiorden pero no un preorden; finalmente el sistema completo S4 = (I4,P4) es un prorden. 










#

3.4. Implicaciones esenciales.

 
Los conjuntos de implicaciones esenciales que caracterizan cada una de estas estructuras se obtienen de las cadena más simple contempladas en las correspondientes propiedades de transitividad mixta. El siguiente teorema proporciona los conjuntos de implicaciones esenciales de las estructuras fundamentales.

Teorema 2.1.

El conjunto de implicaciones esenciales de las estructuras de sistemas relacionales simples de preferencias S = (I,P,X) son: 


 
1) Para la preferencia transitiva: PP ( P.

 

2) Para el orden de intervalo: PIP ( P. 

 

3) Para el semiorden: PIP ( P, PPI ( P, IPP ( P. 

 

4) Para el preorden:  PP ( P, PI ( P, IP ( P. 
 

Demostración.

La demostración tiene dos partes: la necesidad de las implicaciones se deduce de que son casos especiales de la transitividad mixta correspondiente y la suficiencia se obtiene por inducción en el tamaño de la cadena de la propiedad de transitividad mixta correspondiente. 


Para probar la suficiencia de estas implicaciones, dada una cadena que verifica las condiciones de la transitividad mixta, tiene que existir una de las correspondientes implicaciones esenciales que reduce la longitud de la cadena dando lugar a una cadena más corta que está otra vez en las condiciones de la misma propiedad de transitividad mixta. 

   1)
Dada una cadena de relaciones de preferencia P entre dos alternativas a y b, su longitud se puede reducir iterativamente aplicando la implicación esencial PP ( P hasta alcanzar una cadena de longitud 1.

   2)
Para la transitividad mixta del orden de intervalo partimos de su única implicación esencial, PIP ( P. Obsérvese que los lazos de indiferencia se pueden insertar arbitrariamente en cualquier cadena; por ejemplo de aPbIcPd ( aPd se puede obtener aPbPc ( aPc porque aPbIbPc ( aPc. Si la cadena aPC...CPb no tiene dos I consecutivas entonces, introduciendo lazos de indiferencia si es necesario, podemos suponer que se trata de una cadena que comenzando y acabando con P van alternándose relaciones P e I. Tomando iterativamente las tres primeras conexiones que constituyen una secuencia PIP se reduce la longitud de la cadena y continúa verificando la misma condición.

   3)
Análogamente, para la transitividad mixta del semiorden partimos del conjunto de implicaciones esenciales. Supongamos que la cadena aC...Cb tiene más relaciones P que I. Si en la cadena no hay ninguna relación del tipo I la conclusión es trivial. Si existe alguna I en la cadena, alguna de ellas está en una secuencia del tipo PIP, PPI o IPP. De las implicaciones esenciales PIP ( P, PPI ( P o IPP ( P se obtiene una cadena de menor longitud en la que se pierde una P y una I por lo que vuelve a contar con más P que I. Por tanto se deduce que se verifica la transitividad mixta de los semiórdenes. 

   4)
Finalmente, para la transitividad mixta del preorden partimos del correspondiente conjunto de implicaciones esenciales. Si la cadena aC...Cb tiene al menos una P, entonces justo antes de ella o después hay una I u otra P. Dado que  PP ( P, PI ( P, y IP ( P, en los tres casos se reduce en al menos una unidad la longitud de la cadena que vuelve a contar con la menos una P. Por tanto se verifica la transitividad mixta de la estructura del preorden. 
#
3.5. Contraejemplos.


Las propiedades de las relaciones que aparecen en un SRPS según la estructura que tenga aclara la importancia de tales estructuras. En un semiorden la relación de indiferencia I podría no ser transitiva. También podría ser aPIb ó aIPb pero no aPb. En un orden de intervalo podría ser aPPIb ó aIPPb sin ser cierto que aPb y en un sistema con preferencia transitiva puede darse que aPIPb pero no aPb. Este tipo de afirmaciones así como la necesidad de todo el conjunto de implicaciones esenciales para cada una de las estructuras consideradas debe ser probada encontrando los correspondientes contraejemplos. Estos contraejemplos o casos espciales son importantes para la consistencia de los resultados. 


Para obtenerlos se pueden generar, aleatoriamente o de manera exhaustiva, sistemas relacionales simples con pequeños conjuntos de alternativas hasta dar con ellos. El número de casos que hay que generar no es excesivamente grande, por lo que pueden ser implementados en un ordenador personal medio. Una generación exhaustiva para 5 alternativas muestra que de los 96.784 semiórdenes son 8.884 los que verifican las nuevas implicaciones esenciales del preorden PI(P y IP(P, mientras que 11.940 verifican una de ellas pero no la otra y los 64.020 restantes no verifican ninguna de ellas. De los 127.744 órdenes de intervalo con 5 alternativas 96.784 verifican las implicaciones esenciales del semiorden PPI(P y PIP(P, mientras que 9.120 verifican una de ellas pero no la otra y los 12.720 restantes no verifican ninguna de ellas.


Si el sistema es completo la caracterización de las estructuras se simplifica. La consecuencia más importante de ello es la equivalencia con la definición clásica de semiorden (denominada también cuasi-orden) donde aparece la condición P2 ( I 2 = (, en lugar de las implicaciones PPI(P y PIP(P. Además en los sistemas completos, estas dos implicaciones son equivalentes.

3.6. Propiedades de la función característica.


La siguiente proposición refleja el grado creciente de imposición de la transitividad en la estructura completa al incluir un nuevo tipo de transitividad. La relación característica de sistema relacional simple completo C cumple la transitividad negativa si y sólo si el sistema tiene la estructura de preferencia transitiva. La relación característica C cumple además la transitividad de Ferrers o de intervalo si y sólo si el sistema tiene la estructura de orden de intervalo. La relación C es además semitransitiva si y sólo si el sistema tiene la estructura de semiorden y, finalmente, es además transitiva si y sólo si el sistema tiene la estructura de preorden. 

Proposición 2.1.
   1)
El sistema relacional simple completo S = (I,P) tiene estructura de preferencia transitiva si y sólo si la relación característica C cumple la transitividad negativa.

   2)
El sistema relacional simple completo S = (I,P) tiene estructura de orden de intervalo si y sólo si la relación característica C cumple las transitividades negativa y de intervalo.

   3)
El sistema relacional simple completo S = (I,P) tiene estructura de semiorden si y sólo si la relación característica C cumple la transitividad negativa, la transitividad de intervalo y la semitransitividad.

   4)
El sistema relacional simple completo S = (I,P) tiene estructura de preorden si y sólo si la relación característica C cumple la transitividad negativa, la transitividad de intervalo, la semitransitividad y la transitividad estándar.

Demostración. Veamos las equivalencias en sentido creciente.

1) (
Sea (I,P) con estructura de preferencia transitiva. Si (aCb y (bCc entonces bPa y cPb, de donde cPa y (aCc, por tanto C cumple la transitividad negativa.

     (
Sea C con la transitividad de negativa. Si aPbPc entonces (bCa y (cCb de donde (cCa y aPc, por tanto el sistema tiene la estructura de preferencia transitiva. 

2) (
Sea (I,P) con estructura de orden de intervalo. Si aCb y cCd entonces es aCd o cCb, pues en caso contrario tenemos dPa y bPc. Por tanto sería dPaCbPc lo que implicaría dPc en contra de cCd. Luego C cumple la transitividad de intervalo.

     (
Sea C con la transitividad de intervalo. Si aPbIcPd entonces es aPd, ya que en caso contrario tenemos dCa y bCc pero no es dCc ni bCa en contra de la transitividad de intervalo.

3) (
Sea (I,P) con estructura de semiorden. Si aCb y bCc entonces es aCd o dCc, pues en caso contrario tenemos dPa y cPd. Por tanto sería cPdPaCb lo que implicaría cPb en contra de bCc. Luego C cumple la semitransitividad.

     (
Sea C con la semitransitividad. Si aPbPcId entonces es aPd, ya que en caso contrario tenemos dCa y bCc pero no es cCb ni bCa en contra de la semisitividad. Análogamente si aIbPcPd entonces aPd.

4) (
Sea (I,P) con estructura de preorden. Si aCb y bCc entonces es aCc, pues en caso contrario tenemos cPa y sería cPaCb lo que implicaría cPb en contra de bCc. Luego C cumple la transitividad.

     (
Sea C con la transitividad. Si aPbIc entonces es aPc, ya que en caso contrario tenemos dCa y bCc pero no bCa en contra de la semisitividad de C. Análogamente si aIbPc entonces aPc.
#

La equivalencia de estas estructuras con otras definiciones alternativas clásicas de orden, preorden, semiorden y orden de intervalo se muestra en la proposición siguiente.

Proposición 2.2.
   1)
El sistema relacional simple completo S = (I,P) tiene estructura de preferencia transitiva si y sólo si la relación característica C es un orden (total) negativo (es negativamente transitiva).

   2)
El sistema relacional simple completo S = (I,P) tiene estructura de orden de intervalo si y sólo si la relación característica C es un orden (total) de intervalo.

   3)
El sistema relacional simple completo S = (I,P) tiene estructura de semiorden si y sólo si la relación característica C es un semiorden (total). 

   4)
El sistema relacional simple completo S = (I,P) tiene estructura de preorden si y sólo si la relación característica C es un preorden (total). 

Demostración. Esta proposición es consecuencia de la anterior teniendo en cuenta que el sistema es completo si y sólo si la relación característica C es lineal.
#
3.7. Sistemas completos.


Cuando el sistema es completo, la relación P también caracteriza el sistema ya que I = Pc(Pd. Por tanto, la estructura viene determinada por las propiedades de la relación P.

Proposición 2.3.
    1)
El sistema relacional simple completo S = (I,P) tiene estructura de preferencia transitiva si y sólo si la relación P cumple la transitividad.

    2)
El sistema relacional simple completo S = (I,P) tiene estructura de orden de intervalo si y sólo si la relación P cumple la semitransitividad.

    3)
El sistema relacional simple completo S = (I,P) tiene estructura de semiorden de intervalo si y sólo si la relación P cumple la semitransitividad y la transitividad de intervalo.

    4)
El sistema relacional simple completo S = (I,P) tiene estructura de preorden si y sólo si la relación P cumple la transitividad negativa.

Demostración. Esta proposición es consecuencia de la proposición similar que utiliza la relación cacarterística C y la traducción de las transitividades por dualidad.
#

Es útil encontrar caracterizaciones de los sistemas que tienen estructuras completas. 

Proposición 2.4.
   1)
El sistema relacional simple completo S = (I,P,X) tiene estructura de preferencia transitiva y completo si y sólo si la relación característica C es un orden negativo total (es negativamente transitiva y lineal).

   2)
El sistema relacional simple completo S = (I,P,X) tiene estructura de orden de intervalo completo si y sólo si la relación característica C es un orden de intervalo total.

   3)
El sistema relacional simple completo S = (I,P,X) tiene estructura de semiorden completo si y sólo si la relación característica C es un semiorden total. 

   4)
El sistema relacional simple completo S = (I,P,X) tiene estructura de preorden completo si y sólo si la relación característica C es un preorden total.

   5)
El sistema relacional simple completo S = (I,P,X) tiene estructura de orden completo si y sólo si la relación característica C es un orden total.

Demostración. Esta proposición es consecuencia de la anterior teniendo en cuenta que el sistema es completo si y sólo si la relación característica C es lineal, que es cuando reciben el calificativo de total los órdenes, preórdenes, etc.
#

También es interesante caracterizar o traducir las estructuras de los sistemas completos en términos de propiedades de la relación característica.

Proposición 2.5.
   1) Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

     a)
El sistema relacional simple completo S = (I,P,X) tiene estructura de preferencia transitiva completo.

     b)
La relación característica C es lineal y negativamente transitiva.

   2) Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

     a)
El sistema relacional simple completo S = (I,P,X) tiene estructura de orden de intervalo completo.

     b)
La relación característica C es lineal y de intervalo.

   3) Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

     a)
El sistema relacional simple completo S = (I,P,X) tiene estructura de semiorden completo.

     b)
La relación característica C es lineal, semitransitiva y de intervalo.

   4) Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

     a)
El sistema relacional simple completo S = (I,P,X) tiene estructura de preorden completo.

     b)
La relación característica C es lineal y transitiva.

3.8. Sistemas parciales.


Las definiciones alternativas de estructuras parciales surgen como aquellas que permiten completarla hasta que tengan la estructura dada. La definición de cada estructura parcial consiste en la existencia de un sistema que lo tenga por subsistema parcial con la correspondiente estructura. El sistema relacional simple (P,I,X) tiene al sistema (P',I',X') por subsistema parcial si P'(P y I'(I (consecuentemente X(X').


Estas estructuras parciales se caracterizan en términos de inexistencia de circuitos en el grafo G = (A,C) que tiene arcos de dos tipos: arcos I y arcos P. La equivalencia de las estructuras con estas definiciones clásicas de orden parcial, preorden parcial, semiorden parcial y orden de intervalo parcial se puede ver en Roubens y Vincke (1985). 

Proposición 2.6.
   1)
El sistema relacional simple S = (I,P,X) tiene estructura de preferencia transitiva si y sólo si G no tiene circuitos con todos sus arcos del tipo P, ni con arcos alternativamente de los tipos P e I.

   2)
El sistema relacional simple S = (I,P,X) tiene estructura de orden de intervalo si y sólo si G no tiene circuitos con arcos alternativamente de los tipos P e I.

   3)
El sistema relacional simple S = (I,P,X) tiene estructura de semiorden si y sólo si G no tiene circuitos con tantos arcos del tipo P como del tipo I.

   4)
El sistema relacional simple S = (I,P,X) tiene estructura de preorden si y sólo si G no tiene circuitos con algún arcos del tipo P.

Demostración. Basta aplicar la correspondiente propiedad de transividad mixta teniendo en cuenta que no se crea ninguno de los circuitos prohibidos.
#
3.9. Los soportes de valor-umbral.


Una manera usual de adoptar un sistema de preferencias es utilizando valoraciones de las alternativas y umbrales de preferencia. Un soporte de umbral de un sistema relacional simple consiste en un par de funciones sobre el conjunto de alternativas que caracteriza al sistema: una función valor v, que da la valoración de las alternativas, y una función umbral u, que establece el umbral de la indiferencia a la preferencia. El umbral entre la preferencia y la indiferencia se puede interpretar de dos maneras para cada alternativa a: como la valoración que deben sobrepasar las alternativas para ser preferibles a a, o la valoración por debajo de la que se encuentran las alternativas a las que a es preferida. De esta forma surgen dos formalizaciones del soporte de umbral.

Definición 2.4.

Un soporte de umbral del sistema relacional de preferencias simple S = (I,P,X) es un par de funciones s = (v,u) sobre las alternativas que caracterizan el sistema por una de las equivalencias siguientes:

1) ( a,b ( A: aCb si y sólo si v(a) ( u(b).

2) ( a,b ( A: aCb si y sólo si v(a) ( u(b).


Si la equivalencia que caracteriza el sistema es la primera se dice que es un soporte de umbral superior, y si es la segunda que es un soporte de umbral inferior. Un soporte de umbral superior caracteriza el sistema por



1) ( a,b ( A: aPb si y sólo si v(a) > u(b). 



2) ( a,b ( A: aIb si y sólo si v(a) ( u(b)  y  v(b) ( u(a). 

Si es un soporte de umbral inferior, las relaciones de preferencia e indiferencia vienen caracterizadas por:



1) ( a,b ( A: aPb si y sólo si v(a) < u(b). 



2) ( a,b ( A: aIb si y sólo si v(a) ( u(b)  y  v(b) ( u(a). 


Por la reflexividad de la indiferencia, el soporte de umbral superior debe verificar la condición: v(a) ( u(a), ( a,b ( A. Por el mismo motivo, el soporte de umbral inferior debe verificar: v(a) ( u(a), ( a,b ( A. Esta condición no se deduce de la definición para absolutamente todas las alternativas pero no supone restricción formal y es una de las propiedades que siempre cumplen los soportes coherentemente definidos.


Todo sistema relacional de preferencias soportado (con soporte) es completo; la incomparabilidad sólo estaría presente en le proceso de modelización mientras alguna de las funciones que constituyen el soporte no estuviera completamente disponible, tal vez porque no ha sido aún evaluada.


Para que un par de funciones s = (v,u) constituya un soporte de valor-umbral superior de un sistema completo S = (I,P) es necesario y suficiente que se cumpla: aPb ( v(a) > u(b). Análogamente, para que s = (v,u) constituya un soporte de valor-umbral inferior de S = (I,P) es necesario y suficiente que: aPb ( v(a) < u(b). Además el par de funciones s = (v,u) constituye un soporte de valor-umbral superior del sistema S = (I,P) si y sólo si el par de funciones s = (u,v) constituye un soporte de valor-umbral inferior de S = (I,P)

Por tanto los papeles de las funciones u y v que constituyen el soporte son intercambiables, por lo que desde el punto de vista formal, no tiene sentido distinguir entre los soportes de umbral superior e inferior de los sistemas relacionales de preferencias simples. Sin embargo esto no ocurre con los sistemas dobles o múltiples. En los sucesivo se utilizarán exclusivamente sopurtes de umbrales superiores.


Si el sistema no es completo y se especifican previamente los pares de incomparabilidad, se puede usar un soporte de valor-umbral para determinar el resto del sistema por las condiciones, ( (a,b) ( X, 



1. aPb si y sólo si v(a) > u(b). 


 
2. aIb si y sólo si v(a) ( u(b)  y  v(b) ( u(a). 

3.10. Definiciones clásicas.


En muchos de los textos clásicos (Roy (1985), Roubens y Vincke (1985), Vincke (1992)) se considera, además de la valoración denotada por g, un umbral q para la diferencia de las valoraciones que se hace depender de la valoración de la alternativa preferida. De forma que se da la relación aPb si y sólo si g(a) > g(b) + q(g(b)). Evidentemente se trata de una distinción terminológica formalmente intrascendente; sin embargo, habría que analizar cuál resulta más natural. Con la terminología clásica, al establecer si aPb utilizando umbrales es imprescindible establecer la valoración de las alternativas a y b para luego aplicar los umbrales. Sin embargo, con la terminología aplicada aquí basta con establecer la valoración de a y el umbral de las valoraciones de las alternativas preferidas a b; la dependencia a través del valor vendría determinada a posteriori por las propiedades del sistema. Otras formalizaciones equivalentes se obtienen al considerar, por ejemplo, los umbrales para las valoraciones de las alternativas preferidas a una dada en vez de para las preferibles (aPb si v(b) < u(a)), o umbrales relativos (como porcentaje de valoración necesario para que se de la preferencia; aPb si v(a) > u(b)·v(b)). La primera es únicamente un cambio de signo y la segunda una transformación monótona; por ejemplo tomando logaritmos.

3.11. Caracterización de las estructuras por el soporte.

 
Las propiedades del soporte pueden determinar la estructura de un sistema relacional de preferencias. Para un conjunto finito de alternativas, la existencia de un soporte es también una condición necesaria para la correspondiente estructura. 

Teorema 2.3.

Sea S = (I,P) un sistema relacional simple de preferencias completo en A. 

    
1) (I,P) tiene estructura de orden de intervalo si y sólo si:



tiene un soporte (v,u) donde el umbral u es una función de la valoración v. 

    
2) (I,P) tiene estructura de semiorden si y sólo si:



tiene un soporte (v,u) donde la diferencia entre el umbral u y la valoración v es constante. 

    
3) (I,P) tiene estructura de preorden si y sólo si:



tiene un soporte (v,u) donde el umbral u es igual a la valoración v.


Para la estructura de orden de intervalo es también suficiente que exista un soporte válido. Para la estructura de semiorden es suficiente que exista un soporte donde el umbral sea una función no decreciente de la valoración. Por tanto, ambas son también condiciones necesarias y suficientes para la correspondiente estructura.


Para la adecuada interpretación de estas condicones, así como para la equivalencia con los resultados análogos para soportes inferiores conviene expresar formalmente los conceptos siguientes:

Dadas dos funciones reales f y g definidas en un conjunto A:

· La función f es una función de g si y sólo si:

( a,b(A: g(a) = g(b) ( f(a) = f(b).

· La función f es una función no decreciente de g si y sólo si:

( a,b(A: g(a) ( g(b) ( f(a) ( f(b).

De donde se obtiene que 

f es función no decreciente de g si y sólo si g es función no decreciente de f.
3.12. La suficiencia del soporte.


Para probar la suficiencia de la existencia de cada uno de los soportes propuestos para las estructuras de un sistema basta con probar el correspondiente conjunto de implicaciones esenciales a partir de un soporte con dichas propiedades. Las condiciones cuya suficiencia se probará son más débiles que las expresadas en el teorema 2.3. de las que se deducem esas.

Proposición 2.7.

Si el sistema relacional simple de preferencias completo S = (P,I) tiene un soporte de umbrales entonces tiene la estructura de orden de intervalo.

Demostración. Veamos la implicación esencial PIP ( P del orden de intervalo. Si aPbIcPd entonces v(a) > u(b), u(b) ( v(c) y v(c) > u(d). Por tanto v(a) > u(d) y aPd.
#
Proposición 2.8.

Si el sistema relacional simple de preferencias S = (P,I) tiene un soporte de umbrales donde el umbral u es una función monótona del valor v entonces tiene la estructura de semiorden. 

Demostración. La implicación esencial PIP ( P se verifica por ser función del valor v. Veamos las otras implicaciones esenciales PPI ( P y IPP ( P del semiorden. 

    1)
Si aPbPcId entonces v(a) > u(b) y v(b) > u(c) ( v(d). Por la monotonía del umbral v(b) > v(d) ( u(b) ( u(d); por tanto v(a) > u(b) ( u(d). De donde aPd. 

    2)
Si aIbPcPd entonces u(a) ( v(b) > u(c) y v(c) > u(d). De la monotonía inversa de los umbrales u(a) > u(c) ( v(a) ( v(c); por tanto v(a) ( v(c) > u(d). De donde aPd. 
#
Proposición 2.9.

Si el sistema relacional simple S = (P,I) tiene un soporte s = (v,u) donde el umbral u coincide con la valoración v entonces tiene la estructura de preorden. 

Demostración. Veamos las implicaciones esenciales PP ( P, PI ( P y IP ( P de la estructura de preorden. 

    1)
Si aPbPc entonces v(a) > u(b) = v(b) > u(c). Por tanto v(a) > u(c), de donde aPc.

    2)
Si aIbPc entonces v(a) = u(a) ( v(b) > u(c). Por tanto v(a) > u(c), de donde aPc. 

    3)
Si aPbIc entonces v(a) > u(b) = v(b) ( u(c). Por tanto v(a) > u(c), de donde aPc.

3.13. Conjuntos de alternativas relacionadas.


#

Veamos algunos instrumentos útiles para la obtención de soportes, como son los conjuntos de alternativas preferidas y preferibles. Se trata de dos tipos de conjuntos de alternativas referidos a una de ellas que permitirán establecer los soportes de valor-umbral. Son los conjuntos de alternativas a las que es preferida y a las que es preferida o indiferente, o no son preferidas. Formalmente se define, ( a ( A, los conjuntos de las alternativas a las que es a preferida y las alternativas que no son preferidas a a por:

P[a] = { x(A: aPx }
y  
C[a] = { x(A: aCx }.

Las mejores alternativas son las que tienen estos conjuntos pequeños. Muchos de los procedimientos para establecer una ordenación entre las alternativas consiste en comparar estos conjuntos o sus tamaños.


Las siguientes proposiciones establecen la relación existente entre estos conjuntos en función de la estructura del sistema.

Proposición 2.10.

Si S = (P,I) tiene estructura de orden de intervalo completo entonces se cumplen las dos propiedades siguientes:

· ( a,b(A: P[a](P[b] ó P[b](P[a].

· (  a,b(A: C[a](C[b] ó C[b](C[a].

Demostración. Veamos que entre P[a] y P[b] (así como entre C[a] y C[b]) tiene que darse una relación de inclusión. Sea x ( P[a](P[b] e y ( P[b](P[a]. Entonces aPx pero no bPx, y bPy pero no aPy. Por tanto aPxCb y bPyCa. De donde aPxCbPy y yCa que es imposible por la implicación esencial de la estructura de orden de intervalo. Análogamente ocurre con C[a] y C[b]. Sea x ( C[a](C[b] e y ( C[b](C[a]. Entonces aCxPb y bCyPa, de donde xPbCyPa y aCx que es imposible por la misma implicación esencial. 
#

Sin embargo, con una estructura de orden de intervalo se pueden dar a la vez las inclusiones estrictas P[a](P[b] ó C[b](C[a], para algún par de elementos a,b(A. Esto ocurre, por ejemplo, para el sistema simple completo sobre el conjunto A = [0..9] establecido por aPb si y sólo si b2 + 9 < 3(a+b). Sin embargo esto no puede suceder para el semiorden.

Proposición 2.11.
Si S = (P,I) tiene estructura de semiorden completo entonces, ( a,b(A, se da una de las dos condiciones siguientes: 

· P[a] ( P[b]  y  C[a] ( C[b].

· P[b] ( P[a]  y  C[b] ( C[a].

Demostración. Veamos que entre P[a] y P[b], y entre C[a] y C[b], no se puede dar un contenido estricto para ambos en sentido contrario. Sea x ( P[a](P[b] e y ( C[b](C[a]. Entonces aPx pero no bPx, y bCy pero no aCy. Por tanto aPxCb y bCyPa. De donde yPaPxCb y bCy que es imposible por las implicaciones esenciales de la estructura de semiorden. 
#

Con la estructura de semiorden, las inclusiones entre los conjuntos P[.] y C[.] para cada par de elementos tienen el mismo sentido, pero una de ellas puede ser estricta y no la otra; es decir, puede ocurrir que P[a](P[b] y C[b]= C[a]. Esto no puede suceder con el preorden.

Proposición 2.12.
Si S = (P,I) tiene estructura de preorden completo entonces, ( a,b(A, se cumple la equivalencia siguiente:

P[a] ( P[b]  (  C[b] ( C[a].

Demostración. Para ello nótese que en los sistemas relacionales simples con estructura de preorden se tiene que P[a] = P[b] ( C[b] = C[a]. 
#

Ejemplo. Consideremos el sistema relacional simple y completo sobre el conjunto de alternativas A = { a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k, l, m, n, o } dado por la tabla:

S
a
b
c
D
e
f
g
h
i
j
k
l
m
n
o

a
I
P
-
-
I
I
-
-
I
-
-
I
I
-
I

b
-
I
-
-
-
I
-
-
I
-
-
-
-
-
-

c
P
P
I
P
P
P
I
I
P
I
I
P
P
I
P

d
P
P
-
I
P
P
-
I
P
-
I
I
I
I
P

e
I
P
-
-
I
P
-
-
I
-
-
I
I
-
I

f
I
I
-
-
-
I
-
-
I
-
-
-
-
-
-

g
P
P
I
P
P
P
I
P
P
I
I
P
P
P
P

h
P
P
I
I
P
P
-
I
P
-
I
I
I
I
P

i
I
I
-
-
I
I
-
-
I
-
-
-
-
-
I

j
P
P
I
P
P
P
I
P
P
I
P
P
P
P
P

k
P
P
I
I
P
P
I
I
P
-
I
P
I
I
P

l
I
P
-
I
I
P
-
I
P
-
-
I
I
I
I

m
I
P
-
I
I
P
-
I
P
-
I
I
I
I
I

n
P
P
-
I
P
P
-
I
P
-
I
I
I
I
P

o
I
P
-
-
I
P
-
-
I
-
-
I
I
-
I


Los conjuntos P[.] y C[.] para este sistema son los siguientes:

x
P[x]
|P[x]|
C[x]
|C[x]|

a
{b}
1
{a,b,e,f,i,l,m,o}
8

b
(
0
{b,f,i}
3

c
{a,b,d,e,f,i,l,m,o}
9
{a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l,m,n,o}
15

d
{a,b,e,f,i,o}
6
{a,b,d,e,f,h,i,j,k,l,m,n,o}
13

e
{b,f}
2
{a,b,e,f,i,l,m,o}
8

f
(
0
{a,b,f,i}
4

g
{a,b,d,e,f,h,i,l,m,n,o}
11
{a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l,m,n,o}
15

h
{a,b,e,f,i,o}
6
{a,b,c,d,e,f,h,i,j,k,l,m,n,o}
14

i
(
0
{a,b,e,f,i,o}
6

j
{a,b,d,e,f,h,i,k,l,m,n,o}
12
{a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l,m,n,o}
15

k
{a,b,e,f,i,l,o}
7
{a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l,m,n,o}
15

l
{b,f,i}
3
{a,b,d,e,f,h,i,j,l,m,n,o}
12

m
{b,f,i}
3
{a,b,d,e,f,h,i,j,k,l,m,n,o}
13

n
{a,b,e,f,i,o}
6
{a,b,d,e,f,h,i,j,k,l,m,n,o}
13

o
{b,f}
2
{a,b,e,f,i,l,m,o}
8


Del análisis de las relaciones de inclusión entre los conjuntos P[.] y C[.] se puede deducir que el sistema tiene la estructura de orden de intervalo pero no la de semiorden.

3.14. Alternativas equivalentes.


Si dos alternativas tienen los mismos conjuntos de alternativas preferidas y de alternativas indiferentes, el sistema relacional no puede distinguir entre ellas; son equivalentes. Por tanto se puede definir la siguiente relación de equivalencia entre alternativas:

aEb si y sólo si P[a] = P[b] y C[a] = C[b].


Dos alternativas equivalentes son indistinguibles por el sistema de preferencias y por tanto puede eliminarse cualquiera de ellas del análisis. Esto facilita la obtención de los conjuntos P[.] y C[.] para obtener los soportes. Formalmente se trata de considerar el conjunto cociente A/E y tomar sólo un representante de clase para considerar el sistema (P/E,I/E) sobre el conjunto de las clases A/E.

3.15. El sistema canónico.


Si aEb decimos que a y b son alternativas equivalentes o igualmente valorables por el sistema (P,I) porque el sistema no establece ninguna distinción entre ellas. Podemos convenir que una alternativa es más valorable cuanto tenga más alternativas a las que es preferida, o menos alternativas que son preferidas a ella; es decir, cuanto mayor sea el conjunto P[.] o menor el conjunto A(C[.] (mayor C[.]). Dado que para la estructura de orden de intervalo puede ocurrir que P[a] ( P[b] y C[a] ( C[b] es necesario establecer que criterio prevalece. Podemos convenir que la alternativa a es más valorable que la alternativa b si P[a] ( P[b] o si P[a] = P[b] pero C[a] ( C[b]; aunque podrían intercambiarse los papeles de P y C.

Definición 2.5.

La relación de preferencia canónica asociada al sistema (P,I) es la relación F sobre A definida, ( a,b ( A por aFb si y sólo si se cumple una de las condiciones:

· P[a] ( P[b]

· P[a] = P[b] y C[a] ( C[b].

Definición 2.6.

El sistema canónico asociado al sistema (P,I) es el sistema relacional simple completo (F,E) constituido por la relación de preferencia canónica F, como relación de preferencia, y la relación de equivalencia E como relación de indiferencia.


Si el sistema (P,I) tiene estructura de orden de intervalo, el sistema canónico tiene la estructura de preorden, en otro caso, la relación F puede incluso no ser transitiva.

Proposición 2.15.

Si (P,I) tiene estructura de orden de intervalo completo entonces el sistema canónico (F,E) es un sistema relacional simple completo con estructura de preorden.

Demostración. Claramente E es reflexiva y simétrica y F es asimétrica. Obviamente son exhaustivas y mutuamente exclusivas. Finalmente se comprueba que EF ( FF ( FE ( F. Sea aFbEc, si P[a] ( P[b], como P[b] = P[c] es P[a] ( P[c] y por tanto aFc. Si P[a] = P[b], entonces C[a] ( C[b], de donde  P[a] = P[b] = P[c] pero C[a] ( C[b] = C[c] y por tanto aFc. Análogamente aEbFc ( aFc y algo más sencillo es comprobar aFbFc ( aFc.
#
Definición 2.7.

El orden canónico asociado al sistema simple completo (P,I) con estructura de orden de intervalo es la relación de orden G/E., donde G es la relación característica del sistema canónico; G = F(E.


Con este orden se puede establecer una secuencia ordenada de las clases de A/E ( o de sus representantes) de forma que: a1Fa2F...Fan(1Fan.

Ejemplo. Del ejemplo anterior podemos deducir que:

j F g F c F k F h F d E n F m F l F e E o F a F i F f F b.


Nótese que, con la estructura de orden de intervalo, basta tener en cuenta los cardinales de los conjuntos P[.] y C[.] para conocer la relación de inclusión entre ellos. Por tanto, para obtener el sistema u orden canónico, basta computar los cárdinales de estos números.

S
a
b
c
D
e
f
g
h
i
j
k
l
m
n
o
|P[.]|
|C[.]|

a
I
P
-
-
I
I
-
-
I
-
-
I
I
-
I
1
8

b
-
I
-
-
-
I
-
-
I
-
-
-
-
-
-
0
3

c
P
P
I
P
P
P
I
I
P
I
I
P
P
I
P
9
15

d
P
P
-
I
P
P
-
I
P
-
I
I
I
I
P
6
12

e
I
P
-
-
I
P
-
-
I
-
-
I
I
-
I
2
8

f
I
I
-
-
-
I
-
-
I
-
-
-
-
-
-
0
4

g
P
P
I
P
P
P
I
P
P
I
I
P
P
P
P
11
15

h
P
P
I
I
P
P
-
I
P
-
I
I
I
I
P
6
13

i
I
I
-
-
I
I
-
-
I
-
-
-
-
-
I
0
6

j
P
P
I
P
P
P
I
P
P
I
P
P
P
P
P
12
15

k
P
P
I
I
P
P
I
I
P
-
I
P
I
I
P
7
14

l
I
P
-
I
I
P
-
I
P
-
-
I
I
I
I
3
11

m
I
P
-
I
I
P
-
I
P
-
I
I
I
I
I
3
12

n
P
P
-
I
P
P
-
I
P
-
I
I
I
I
P
6
12

o
I
P
-
-
I
P
-
-
I
-
-
I
I
-
I
2
8


El sistema canónico asociado a los sistemas relacionales con estructura de semiorden tiene una expresión formal mucho más sencilla como se refleja en el siguiente resultado.

Proposición 2.15.

Si el sistema (P,I) tiene estructura de semiorden entonces el sistema canónico asociado verifica las equivalencias:

· aEb si y sólo si P[a] ( P[b]  o C[a] ( C[b].

· aEb si y sólo si P[a] = P[b]  y  C[a] =C[b].

· aGb si y sólo si P[a] ( P[b]  y  C[a] ( C[b].


Si el sistema (P,I) tiene estructura de preorden entonces el sistema canónico (F,E) coincide con el propio sistem: F = P y E = I.

3.16. Calculo de soporte.


Para el cálculo de los soportes correspondiente a las estructuras de un sistema simple se puede usar cualquier función f en las alternativas tal que f(a) > f(b) si aFb. Por ejemplo, la función definida, ( a ( A, por f(a) = n |P[a]| + |C[a]|. 

Proposición 2.16.

Si el sistema relacional simple completo S = (P,I) tiene estructura de orden de intervalo entonces un soporte s = (v,u) del sistema S se obtiene por la valoración v(a) = f(a) y el umbral u(a) = w0 + max{ v(x): x ( C[a] }, para cualquier valor no negativo w0 que verifique w0 < min{ f(b)(f(a): f(b) > f(a) }. 

Demostración. Para ver que es un soporte válido basta con probar que, ( a,b ( A:

aPb ( v(a) > u(b)  
y
aIb ( v(a) ( u(b).

1)
Sea aPb y c ( C[b]. Entonces ( d(P[c] es aPbCcPd entonces aPd. Por tanto se tiene P[c] ( P[a] y b ( P[a]( P[c] entonces P[c] ( P[a]. Luego ( c ( C[b] es f(a) > f(c) de donde v(a) > w0 + v(c) y v(a) > w0 + max { v(x): x ( C[b] } = u(b).

2)
Sea aIb. Ya que a ( C[b] se tiene v(a) ( max { v(x): x ( C[b] } = u(b).
#

La dependencia que existe entre el umbral y la valoración del soporte obtenido varía con la estructura del soporte.

Proposición 2.17.

El umbral del soporte de la proposición 2.16 es función de la valoración, pero si el sistema tiene estructura de semiorden entonces es función no decreciente de la valoración.

Demostración. El umbral u es una función de la valoración v ya que si v(a) = v(b) entonces aEb, por tanto C[a] = C[b], de donde u(a) = u(b). Si el sistema es un semiorden entonces, por la relación entre los conjuntos de alternativas P[.] y C[.], si v(a) ( v(b) es C[a] ( C[b], de donde u(a) ( u(b). 
#
3.17. Soporte entero mínimo.


Es importante considerar valoraciones y umbrales que tomen sólo valores enteros positivos. Para ello, se toma una función f  que tome sólo valores enteros y w0 = 0. Por ejemplo, se puede tomar la función f definida por f(a) = n|P[a]|+|C[a]|, donde n es el número de elementos del conjunto A. Además es interesante determinar el soporte con los valores enteros más pequeños posibles, denominado soporte entero mínimo. Este soporte entero con menor número de valores distintos posibles se obtiene usando las clases de equivalencia dadas por E. Por tanto, se utiliza un sólo representante para cada clase.

Proposición 2.18.

Si el sistema relacional simple completo (P,I) tiene estructura de preorden entonces el soporte entero mínimo de S se obtiene por u(a) = v(a) = |C[a]/I|.

Demostración. Para probar que se trata de un soporte válido basta con observar que si aPb entonces v(a) > v(b) y que si aIb entonces v(a) = v(b). Además, dado que si aFb entonces también es aPb y por tanto v(a) > v(b) no puede existir otro soporte con menores valores enteros. 










#

Usando la función del soporte del sistema canónico (F,E), que tiene estructura de preorden se obtiene el soporte entro mínimo de un sistema (P,I) con estructura de orden de intervalo.

Proposición 2.19.

Si el sistema relacional simple completo S = (P,I) tiene estructura de orden de intervalo entonces el soporte entero mínimo de S se obtiene por la valoración v(a) = |G[a]/E| y el umbral u(a) = max{ v(x): x ( C[a] }.

Demostración. En primer lugar, se trata de un soporte válido ya que, ( a,b ( A, se cumplen las implicaciones aPb ( v(a) > u(b)  y  aIb ( v(a) ( u(b).

1)
Sea aPb y c ( C[b]. Entonces ( d(P[c] es aPbCcPd entonces aPd. Por tanto se tiene P[c] ( P[a] y b ( P[a](P[c] entonces P[c] ( P[a]. Luego ( c ( C[b] es aFc de donde v(a) > v(c) y v(a) > max { v(x): x ( C[b] } = u(b).

2)
Sea aIb. Dado que a ( C[b] se tiene v(a) ( max { v(x): x ( C[b] } = u(b).
#
Además, dado que si aFb entonces también es aPb y por tanto v(a) > v(b) no puede existir otro soporte con menores valores enteros. 
#
Ejemplo. Consideremos el mismo sistema del ejemplo anterior Si consideramos el conjunto cociente tomando un representante de las clases no unitarias y las ordenamos según el orden canónico G obtenemos la siguiente tabla:

S
j
g
c
k
h
d
m
l
e
a
i
f
 b
|P[.]|
|C[.]|
|G[.]|

J
I
I
I
P
P
P
P
P
P
P
P
P
P
10
13
13

G
I
I
I
I
P
P
P
P
P
P
P
P
P
9
13
12

c
I
I
I
I
I
P
P
P
P
P
P
P
P
8
13
11

k

I
I
I
I
I
I
P
P
P
P
P
P
6
12
10

h


I
I
I
I
I
I
P
P
P
P
P
5
11
9

d



I
I
I
I
I
P
P
P
P
P
5
10
8

m



I
I
I
I
I
I
I
P
P
P
3
10
7

l




I
I
I
I
I
I
I
P
P
3
9
6

e






I
I
I
I
I
P
P
2
7
5

a






I
I
I
I
I
I
P
1
7
4

i








I
I
I
I
I
0
5
3

f









I
I
I
I
0
4
2

b










I
I
I
0
3
1


De donde se obtiene el soporte formado por la valoración v(.) y el umbral u(.) dados por la tabla siguiente:

x:
j
g
c
k
h
d
m
l
e
a
i
f
b

v(x):
13
12
1I
10
9
8
7
6
5
4
3
2
1

u(x):
13
13
13
12
11
10
10
9
7
7
5
4
3













#

3.18. La peor alternativa preferida.


Pirlot (1990) descubrió la conexión que existe entre el el cálculo del umbral u(.) y la relación de las alternativas con la peor alternativa preferida y la mejor alternativa no preferida. Sean las relaciones P+ y P( definidas en A por:

aP+b  si y sólo si  a = min { x(A: xPb }.

aP(b  si y sólo si  b = max { x(A: aPx }.

En estas expresiones el mínimo y el máximo deben ser interpretados como la peor y mejor en la ordenación canónica dada por la relación G; es decir, 

a = min{x(A: xPa} ( [xPb ( xGa]  y  b = max{x(A: aPx} ( [aPx ( bGx].

En palabras, aP+b si a es la peor alternativa que es preferida a b, y aP(b  si b es la mejor alternativa a la que a es preferida. Además se considera la relación P* dada por aP*b si ocurre ambas cosas a la vez; es decir, si a es la peor alternativa que es preferida a b, y b es la mejor alternativa a la que a es preferida. Formalmente P* = P+ ( P(.


Análogamente, se definen las relaciones:

aC+b  si y sólo si  a = min { x(A: xCb }.

aC(b  si y sólo si  b = max { x(A: aCx }.

Expresándola en palabras: aC+b si a es la peor alternativa a la que b no es preferida, y aC(b  si b es la mejor alternativa a la que a no es preferida. Recuérdese que aCb es (bPa. También se considera la relación C* dada por C* = C+ ( C(; es decir aC*b si a es la peor alternativa a la que b no es preferida, y b es la mejor alternativa a la que a no es preferida.


Para el cálculo del soporte entero mínimo se facilita el cálculo algorítmico del valor y el umbral ya que los conjuntos C+[.] y C([.] son unitarios. Denotando a c+(x) al único elemento de C+[x] se tiene que u(x) = v(c+(x)).

Ejemplo. Volviendo a repasar la obtención del soporte del sistema anterior se tiene:

X:
j
g
c
k
h
d
m
l
e
a
i
f
b

P+
k
h
d
l
e
e
i
i
f
d




P(



i
g
c
c
k
d
d
l
e
a

C+
j
j
j
g
c
k
k
h
m
m
e
a
i

C(
c
k
h
m
l
l
a
a
i
f
b
b
b

v(x):
13
12
1I
10
9
8
7
6
5
4
3
2
1

u(x):
13
13
13
12
11
10
10
9
7
7
5
4
3













#

3.19. Soporte con diferencia costante.


Si el sistema relacional simple completo tiene estructura de semiorden admite un soporte donde la diferencia entre el umbral y la valoración es una constante w; por tanto la caracterización por el soporte es de la forma:



1) aPb si y sólo si v(a) > v(b) + w. 



2) aIb si y sólo si |v(a)(v(b)| ( w.


El procedimiento propuesto por Vincke (1992) consiste en, fijado el valor de w cualquiera, calcular iterativamente la valoración de las alternativas según el orden canónico. Sea el orden canónico dado por  ...anFan-1F...Fa2Fa1. Se inicia con v(a1) = 1, y para cada i se calculan v((an) = max { v(an-1), v(p+(an) + w }  y  v+(an) = v(c((an)) + w. Entonces se toma como valor v(an) de la alternativa an a cualquier valor entre v((an) y v+(an); por ejemplo el valor medio (v((an)+ v+(an))/2 u otro valor decimal que facilite los cálculos.

Ejemplo. Volviendo una vez más a repasar la obtención del soporte del sistema anterior se tiene, tomando w = 1:

x:
j
g
c
k
h
d
m
l
e
a
i
f
b

P+
k
h
d
l
e
e
i
i
f
d




C(
c
k
h
m
l
l
a
a
i
f
b
b
b

 v( (x):
4.31
4.201
4.2
3.3
3.2
3.11
2.3
2.2
2.1
2
1.1
1


 v+ (x):
5.201
4.31
4.21
3.4
3.3
3.3
3.01
3.01
2.2
2.1
2
2


v(x):
4.4
4.3
4.201
3.31
3.21
3.2
2.4
2.3
2.11
2.01
2.01
1.1
1


Un soporte de este tipo para los semiórdenes se obtuvo inicialmente (Luce (1956)) con un resultado de la teoría de grafos interpretable en términos de longitudes de caminos. Sea el grafo dirigido N = (A,C(1) asociado al sistema (P,I). Dado que C(1 = P(1 ( I, se toman las longitudes siguientes:



1) si aP(1b entonces l(a,b) = ((w+1)  y



2) si aIb entonces l(a,b) = w .


Si el valor de w es tal que no existe en N ningún circuito de longitud negativa se pueden obtener las distancias d(a,b) entre dos alternativas como la longitud del camino más corto de a hasta b. Entonces se define la función v por v(a) = 1 ( d(a0,a), ( a(A, siendo a0 la peor alternativa según el orden canónico; aquella con |G[a]/E| = 1. De la desigualdad triangular se tiene que d(a0,a) ( d(a0,b) + l(b,a), de donde se deduce que:



1) si aPb entonces dG(a0,a) ( dG(a0,b) ( ( (w+1) < (w


2) si aIb entonces |dG(a0,a) ( dG(a0,b)| ( w.

Por tanto,



1) si aPb es v(a) > v(b) + w

 
2) si aIb es |v(a)(v(b)| ( w.


La longitud de un camino se determina por el número de arcos P y de arcos I. Denotando por # el 'numero de', para que en el grafo no exista ningún circuito de longitud negativa, para cada circuito debe ser w·#I ( (w+1)#P ( 0, o lo que equivale a #P ( w(#I(#P). Esto es posible si todos los circuitos tienen #I > #P y entonces tiene que ser: w ( #P/(#I(#P) para todos los circuitos. Por tanto, w debe ser el máximo de los cocientes #P/(#I(#P) en los circuitos del grafo; w = max{ #P/(#I(#P) }.

3.20 El método de Mitas.


Mitas (1995) ha obtenido recientemente un procedimiento muy eficiente, el método de Mitas, para obtener el valor de w y la valoración v. Se llama nivel de a en P a la longitud de la mayor P-cadena desde a hasta otra alternativa que denotamos por p(a).

Proposición 2.21.

Si S = (P,I) es semiorden entonces:


1) aP*b ( p(a) = p(b) + 1.


2) aC*b ( p(a) = p(b) ( 1  ó  p(a) = p(b).

Demostración. 

     1)
Si aP*b entonces b es la mejor alternativa a la que a es preferida, por tanto es aPb y p(a) > p(b). Sea z ( P[a] con p(z) = p(a) ( 1, entonces bGz y por tanto se tiene que p(b) ( p(z) = p(a) ( 1. Por tanto, p(b) = p(a) ( 1.

     2)
Si aC*b entonces b es la mejor alternativa que no es preferida (indiferente) a la alternativa a, por tanto bGa y p(b) ( p(a). Sea z ( P[b] con p(z) = p(b) ( 1, entonces aGz ( p(a) ( p(z) = p(b) ( 1. Luego p(b) ( 1 ( p(a) ( p(b).
#

Sea C' la parte de C* que sube de nivel; aC'b si aC*b y p(a) < p(b). Entonces la relación T' = P*(C' tiene sólo arcos que bajan o suben de nivel. Sin embargo T' no tiene circuitos.

Proposición 2.22. 

La relación T' no tiene circuitos.

Demostración. Veamos que un T'camino de una alternativa x a otra alternativa y de su mismo nivel implica que xFy. Tales caminos tienen un número par de arcos porque estos siempre enlazan niveles consecutivos. Si el camino es de dos arcos es claro que xFy. Puesto que el camino empieza o acaba por C', quitando este arco queda un camino con más P que I, por la transitividad mixta se traduce en una P de donde xP(C'y y por tanto xFy.
#
Además, entre cada dos alternativas consecutivos en F de un mismo nivel existe un T‑camino. 

Proposición 2.23. 

Si xFy pero p(x) = p(y) entonces existe un T'-camino de x a y.

Demostración. Veamos que entre cada dos alternativas consecutivas en F de un mismo nivel existe un T'-camino. Sean xi y xi+1 dichas alternativas. Por la definición de F no pueden coincidir P[xi] = P[xi+1] y C[xi] = C[xi+1]. Veamos los casos a) P[xi] ( P[xi+1] y el caso b) C[xi] ( C[xi+1] que son simétricos. 

   a) 
Sea P[xi] ( P[xi+1]. Sean a y b la peor y mejor alternativa de P[xi+1] ( P[xi]. Se tiene xi+1Pa y xiIb, además, por la elección de a y de b es xi+1P*a y bC*xi. Pero p(xi) = p(xi+1) > p(b), por tanto bC'xi. Si a=b se tiene xi+1P*a(=b)C'xi que es un T'-camino. En otro caso, puesto que todos las alternativas de P[xi+1]P[xi] tienen el mismo conjunto C[.] tienen que tener diferente conjuntos P[.]. Sean dos alternativas consecutivas yi e yi+1 de  P[xi+1](P[xi]. Se pueden encontrar alternativas c y d similares a las a y b anteriores. Este proceso se puede iterar hasta el nivel 0, en cuyo caso las alternativas no pueden tener diferentes conjuntos P[.] y por tanto deben coincidir.

   b)
Si C[xi] ( C[xi+1] el nivel se va aumentando hasta llegar al máximo nivel de P.
#

Con estos resultados se puede obtener el valor de w que separa el umbral de la valoración de las alternativas. Sea n(P) el máximo nivel de P. Para cada nivel i( [0..n(P)] sean la mejor y la peor alternativa según F de nivel i que son las dadas por ai = min{ x: p(x) = i } y por zi = max{ x: p(x) = i }. Entonces w = ½ max{ t(zi) ( t(ai) : i( [0..n(P)] }.


Se tiene un soporte del semiorden para cualquier cantidad entera r ( w si se define la valoración por vr(a) = (r+ ½ )p(a) + ½t(a) = (r+1)p(a) + ½ (t(a)+p(a)), ( a ( A. Veamos que el soporte es válido.

Proposición 2.24. 

La valoración v(.) = vr verifica:



1) aP*b ( v(a) > v(b) + r.



2) aC*b ( v(a) ( v(b) ( r.

Demostración.
   1.
Sea aP*b. Se tiene aPb por tanto p(a) = p(b) + 1 y t(a) ( t(b) + 1. Entonces:



v(a) ( v(b) = [(r+½)p(a) + ½t(a)] ( [(r+½)p(b) + ½t(b)] =



= (r+½)(p(a)(p(b)) + ½ (t(a)(t(b)) ( (r+½) + ½ = r+1 > r.

   2.
Sea aC'b. Se tiene p(a) = p(b) ( 1 y t(a) ( t(b)+1. Por tanto:



v(a) ( v(b) = (r+½)(p(a)(p(b)) + ½ (t(a)(t(b)) = 



= ((r+½) + ½(t(a)(t(b)) ( ( (r+½) + ½ = (r.


Sea a(C*(C')b. Entonces p(a) = p(b) y t(b) ( t(a) ( 2r. Por tanto: 



v(a) ( v(b) = ½(t(a)(t(b)) ( (r.
#

La valoración de las alternativas de un mismo nivel se puede obtener también consecutivamente. Si se define la distancia en T de a hasta b como la longitud del T-camino de a hasta b que denotamos por dT(a,b). Entonces, para i = 1, 2, ..., n, 



v(xi+1) = v(xi) + ½ d(xi+1,xi).


Además si se consideran los P-niveles, los arcos de C* bajan un nivel o van de la peor a la mejor alternativa de cada nivel. Por tanto, siguiendo el métod de Pirlot basta con considerar los caminos que, de la peor y a la mejor alternativa de cada nivel, sólo están formados por arcos de T = P*(C*. 

Ejemplo. Volviendo por última vez al ejemplo anterior

S
j
g
c
k
h
d
m
l
e
a
i
f
b
|P[.]|
|C[.]|
|G[.]|
P+
P(

j
I
I
I
P
P
P
P
P
P
P
P
P
P
10
13
13
k


g
I
I
I
I
P
P
P
P
P
P
P
P
P
9
13
12
h


c
I
I
I
I
I
P
P
P
P
P
P
P
P
8
13
11
d


k

I
I
I
I
I
I
P
P
P
P
P
P
6
12
10
l
i

h


I
I
I
I
I
I
P
P
P
P
P
5
11
9
e
g

d



I
I
I
I
I
P
P
P
P
P
5
10
8
e
c

m



I
I
I
I
I
I
I
P
P
P
3
10
7
i
c

l




I
I
I
I
I
I
I
P
P
3
9
6
i
k

e






I
I
I
I
I
P
P
2
7
5
f
d

a






I
I
I
I
I
I
P
1
7
4
b
d

i








I
I
I
I
I
0
5
3

l

f









I
I
I
I
0
4
2

e

b










I
I
I
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3
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Las alternativas de cada nivel se determinan iterativamente desde el nivel 0 subiendo de nivel. Las alternativas de nivel 0 son las que no tienen ninguna preferida. Las de cada nivel son las que tienen la mejor alternativa a la que es preferida en el nivel anterior. Así:


Nivel 0: p(x) = 0 para x = b, f, i.


Nivel 1: p(x) = 1 para x = a, e, l, m.


Nivel 2: p(x) = 2 para x = d, h, k.


Nivel 3: p(x) = 3 para x = c, g, j.


Una vez separadas las alternativas por niveles las relaciones P* y C’ vienen dadas por:

3:
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g
j
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2:

d
h
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d
h
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a
e
l
m



(
(

(




(
(




0:
b
f

i


0:
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La relación T’ viene dada por:

3:



c

g

j







(
(
(
(
(



2:



d

h

k







(


(
(
(


1:

a

e



l

m



(
(
(

(

(



0:

b

f



i



De donde se obtiene la mejor y peor alternativa de cada nivel:


Nivel 0: z0 = b, a0 = i.


Nivel 1: z1 = a, a1 =  m.


Nivel 2: z2 = d, a2 = k.


Nivel 3: z3 = c, a3 = j.


El nivel en T es:



 t(x) =
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9




b
a
f
e
d,i
c
h
g,l
k
j,m.

Por tanto las diferencias de t(.) entre la mejor y peor alternativa de cada nivel es 


Nivel 0: 4 ( 0, Nivel 1: 9 ( 1, Nivel 2: 8 ( 4, Nivel 3: 9 ( 5, 

Por tanto w = 4. Finalmente se calcula v por la fórmula v(x) = 4 p(x) + (t(x)+p(x))/2.

 x
j
g
c
k
h
d
m
l
e
a
i
f
b

 p(x)
3
3
3
2
2
2
1
1
1
1
0
0
0

 t(x)
9
7
5
8
6
4
9
7
3
1
4
2
0

 v(x)
18
17
16
13
12
11
9
8
6
5
2
1
0


Otro ejemplo es el mostrado en la figura siguiente. Se propone como ejertcicio la obtención del soporte correpondiente.
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