II.1. Técnicas de resolución de problemas

En este apartado se describen algunas de las técnicas más usuales para la resolución de problemas de optimización. Estas técnicas pueden ser reducciones a otros problemas conocidos, técnicas exactas que proporcionan la solución óptima, y finalmente técnicas heurísticas generales.

II.1.1.  Reducción entre problemas de optimización

Algunos problemas de planificación pueden resolverse eficientemente reduciéndolos a problemas de optimización combinatoria, como son problemas de flujo máximo o problemas de transporte. Así se describirá primero algunos de estos problemas conocidos que son fáciles de resolver y posteriormente se verán reducciones de problemas de planificación a estos problemas.

II.1.1.1.  Programación Lineal y Entera

Un problema de programación lineal es un problema de optimización de la forma siguiente:


minimizar z(x) = c1 x1 + ... + cn xn
[II.1]


                      s.a:



a11 x1 + ... + a1n xn ( b1
[II.2]
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am1 x1 + ... + amn xn ( bm



xi (0,    i = 1,...,n


El vector x=(x1,...,xn) que satisface las condiciones [II.2] se llama solución factible. El problema consiste en encontrar una solución factible que minimice [II.1]. Un problema de programación lineal que admite al menos una solución factible, se denomina factible.

Un problema de programación lineal puede ser no acotado, lo que significa, que para cualquier valor real K existe una solución factible x con z(x)(K. Cualquier problema de programación lineal que tenga una solución factible y que esté acotado, tiene siempre solución óptima ver en [BAZAR90].

El método más popular para resolver un problema de programación lineal es el algoritmo del simplex. Se trata de un procedimiento iterativo que encuentra una solución óptima o detecta tanto la no factibilidad como la no acotación en un número finito de pasos. Aunque el número de pasos de este algoritmo puede ser exponencial, en la práctica se comporta adecuadamente resolviendo problemas de cierta dimensión en poco tiempo.

Describamos a continuación algunos de los problemas de programación lineal interesantes por su aplicabilidad y amplia difusión.

II.1.1.2.  Problemas de Transporte

El problema de transporte es un problema de programación lineal especial. Sea G = (V,A) un grafo dirigido con un conjunto de vértices V={1,... ,n} y un conjunto de arcos A. Se denotarán los arcos mediante pares (i,j) con i,j (V. Un problema de transporte viene dado por:

minimizar 


s.a:




  para todo i ( V,
[II.3]


lij ( xij ( uij
( (i,j) (A.
[II.4]

El grafo G puede interpretarse como una red de transporte. El valor bi es la demanda o el suministro de alguna mercancía en el vértice i. Si bi>0, entonces el vértice i tendrá una demanda de bi unidades.Si bi<0 entonces se producirá un suministro de -bi unidades. Adviértase que tanto la demanda como el suministro en el vértice i pueden ser 0. La mercancía se transportará a través de las aristas, siendo cij el coste de trasladar una unidad de mercancía a lo largo de la arista (i,j). La variable xij denota el número de unidades que se trasladan desde el vértice i al vértice j. Las ecuaciones [II.3] son ecuaciones de equilibrio: en cada vértice i, la cantidad que se traslada hacia él desde los demás nodos, más la cantidad que él puede suministrar, debe ser igual a la cantidad que se traslada desde él hacia el resto de nodos. O de otra manera, la cantidad dirigida hacia el nodo i debe igualarse a la demanda de i más la cantidad que i traslada a los demás nodos. La restricción [II.4] hace que la cantidad trasladada a lo largo de (i,j) esté acotada inferiormente por lij y superiormente por uij. Siempre que se desee podremos hacer lij= -( y uij=(, lo que significa que no hay acotaciones. Un vector x=(xij) que satisfaga [II.3] y [II.4] se denomina flujo factible. El problema consiste en encontrar un flujo factible que minimice los costos totales de transporte.

Se asume que




,
[II.5]

o sea, el total demandado por todos los nodos es igual al total suministrado por todos ellos. Un problema de transporte en el que bi=0, para todo i(V, se llama problema de circulación.

Los algoritmos estándar para la resolución del problema de transporte son el método del simplex en red, y el algoritmo out of killer [BAZAR90]. Ambos métodos calculan un flujo entero si los bi son finitos y los lij y uij  son enteros.

Problema Q|pj=1|Cmax
El problema Q|pj=1|Cmax se puede resolver mediante una formulación en red de transporte, que se describirá a continuación.

Sea n fuentes j, j = 1, 2, ... , n y mn sumideros (i,k), i = 1, 2, ... , m con k = 1, 2, ... , n. Las fuentes se corresponden con las tareas y los sumideros con los procesadores y con las posiciones de las tareas sobre los procesadores. Sea cijk=k/bi el costo del arco (j,(i,k)); este valor es el tiempo de completación de la tarea Tj procesada por el procesador Pi en la k-ésima posición. El arco xijk se interpreta como 1 si Tj se procesa en la  k-ésima posición en Pi ó 0 en otro caso.

El problema mini-max de costes puede formularse como sigue:

Minimizar




sujeto a




para todo j,







para todo i, k,



xijk(0

para todo i,j,k.

Este problema puede resolverse a través de un procedimiento con complejidad temporal de O(n3). El tiempo mínimo de completación viene dado por




Por otro lado, una cota inferior de dicho tiempo será



.

La cota C' puede alcanzarse llevando a cabo una planificación de tareas interrumpibles. Si asignamos

 tareas al procesador Pi, i = 1, 2, ..., m, respectivamente, entonces estas tareas pueden procesarse en el intervalo de tiempo [0,C']. Sin embargo,

 tareas  quedan sin asignarse. Como para cada i :

 entonces  lm-1.

Las restantes l tareas se asignan una por una a aquellos procesadores Pi  para los cuales

 se consigue para determinado estado, donde ki se va incrementando en uno tras cada asignación. Este procedimiento se repite hasta asignar todas las tareas. Esta solución genera un algoritmo de O(m2) para resolver el problema Q|pj=1|Cmax.

II.1.1.3.  Problemas de Flujo Máximo

Un grafo de flujo G=(V,A,s,t ) es un grafo dirigido (V,A) junto con un vértice origen s y un vértice sumidero t. Asociado con cada arco (i,j)(A, existe una capacidad uij no negativa que puede llegar a ser (. El problema del flujo máximo consiste en enviar tanto flujo como sea posible desde el origen hasta el sumidero, sin violar las capacidades restrictivas en los arcos. Para este problema tenemos la siguiente formulación en programación lineal:

maximizar v
s.a:




0  ( xij  ( uij   
( (i,j) (A.

El problema de flujo máximo puede interpretarse como un problema de transporte con sólo un vértice s de suministro y un vértice t de demanda, junto con una variable v de oferta o demanda que debe ser lo mayor posible.

Puede formularse como un problema de circulación de mínimo coste añadiendo un arco (t,s) con uts=( y costo cts=-1. El costo del resto de los arcos (i,j)(A debe ser igual a 0.

Problema R||Cj
El problema R||Cj es un ejemplo de problema resoluble a través de una reducción a un problema de flujo de coste mínimo. Un primer enfoque hacia su resolución se fundamenta en la observación de que la tarea Tj  {T1,...,Tn} procesada como última por el procesador Pi  {P1,...,Pm} contribuye con un tiempo de procesamiento pij a 

. La misma tarea procesada en penúltima posición  contribuye con  2pij, y así sucesivamente [BRUNO74]. Este razonamiento permite construir una matriz Q de dimensiones (mn)xn que contiene las contribuciones de determinadas tareas procesadas en posiciones diferentes por distintos procesadores para un valor de 

:




Ahora el problema se reduce a seleccionar n elementos de la matriz Q tales que:

- se tome únicamente un elemento de cada columna,

- se tome a lo sumo un elemento de cada fila,

- la suma de los elementos elegidos sea mínima.




Fig. II.2 Red de transporte correspondiente al problema R||(Cj. Los arcos se denotan por (c,i), donde c es la capacidad e i es el costo por unidad de flujo.

II.1.1.4.  Problemas Emparejamiento Bipartito

El problema de emparejamiento bipartito de máxima cardinalidad es un problema especial de flujo máximo que puede formularse de la siguiente manera: considérese un grafo bipartito, o sea, un grafo G=(V1(V2 ,A) donde el conjunto de vértices V, es la unión de dos conjuntos disjuntos V1 y V2, y A( V1(V2. Un emparejamiento es un subconjunto de arcos M(A, tal que no hayan dos arcos en M que posean un mismo vértice, o sea, si (i,j)((i(,j()(M con (i,j)((i(,j()( i(i( ( j(j(. El problema consistirá en encontrar un emparejamiento de máxima cardinalidad.

El problema de emparejamiento bipartito de máxima cardinalidad puede reducirse a un problema de flujo máximo sin más que añadir al grafo bipartito un vértice origen s con arcos (s,i) (i(V1 , y un vértice sumidero t con arcos (j,t) (j(V2. Se debe añadir también las unidades de capacidad del emparejamiento a todos los arcos de la red incremental. Se comprobará que el flujo máximo entero desde s a t, se corresponde con la máxima cardinalidad del emparejamiento M, siendo M los arcos (i,j)(A que llevan unidades de flujo.

Mediante el problema de flujo máximo, puede resolverse el problema de emparejamiento en O(min{(V1(,(V2(}·(A(). Hopcroft y Karp [HOPCR73] desarrollaron un algoritmo de O(n1/2r) para el caso n=(V1(((V2( y r=(A(.
Considérese ahora un grafo bipartito G=(V1(V2 ,A) con |V1|(|V2|=m. Para cada j(V2 sea P(j) el conjunto de predecesores de j, o sea, P(j)={i(V1|(i,j) (A}. Claramente m es una cota superior para la cardinalidad del emparejamiento de máxima cardinalidad en G. El siguiente teorema proporciona las condiciones necesarias y suficientes que garantizan un emparejamiento de cardinalidad m:

· Teorema I.1 [HALL35]:Sea un grafo bipartito G=(V1(V2 , A) con (V1(((V2(=m. Existe un emparejamiento de cardinalidad m en G si y sólo si



para todo N(V2.
Problema Open Shop con interrupción de tareas. O|pmtn|Cmax
Este problema puede ser formulado de la siguiente manera: Se tiene n trabajos J1, ...., Jn, que deben ser procesados en m máquinas. Cada trabajo Ji está compuesto por m operaciones Oij (j=1, ..., m ), donde Oij debe ser procesado en la máquina Mj en pij unidades de tiempo. El orden en que las operaciones Ji son procesadas es arbitrario. La única restricción que se impone es que una máquina no puede procesar dos tareas al mismo tiempo y dos tareas no pueden ser procesadas por dos máquinas simultáneamente. Por lo tanto, se tiene que encontrar una planificación con mínimo tiempo de conclusión.

Para cada máquina Mj (j=1,...,m) y para cada tarea Ji (i=1, ...,n) se define:




donde Tj es tiempo total requerido por la maquina Mj y Li es la longitud de la tarea Ji.

Claramente se puede observar que:




es una cota inferior del valor Cmax.

Una planificación que alcance esta cota inferior será naturalmente la óptima. Las planificaciones se construirán paso a paso siguiendo la siguiente idea

Primero, se añade m tareas falsas (dummies) Jn+1 (j=1,...,m) y n máquinas falsas Mm+i (i=1,...,n). Luego se construye una red N con los siguientes vértices:

· Un nodo fuente s y un nodo sumidero t.

· Vértices por cada tarea Ji (i=1, ..., n+m).

· Vértices por cada máquina Mj (j =1, ..., n+m).

Los arcos en esta red N serán: 

· Por cada Ji (i=1, ..., n+m) un arco (s, Ji) con capacidad T y por cada Mj (j=1,...,n+m) un arco ( Mj, t) con capacidad T.

· Por cada tarea Ji (i=1,...,n) y cada máquina Mj (j=1,..,m) con pij>0 un arco (Ji,Mj) con capacidad pij.

· Por cada i = 1, ..., n con T-Li > 0 un arco (Ji,Mm+i) con capacidad T-Li conectando la tarea Ji con la máquina falsa o virtual Mm+i.

· Por cada j =1, ..., m con T-Tj > 0 un arco (Jn+j, Mi) con capacidad T-Tj conectando el trabajo falso o virtual Jn+j con la máquina Mj.

Si todos los arcos definidos así reciben un flujo igual a la capacidad del arco, entonces para cada vértice de la tarea Ji (i = 1, .., n) y cada vértice de la máquina Mj ( j= 1, ..., m) el flujo total T dentro de cada vértice será igual al flujo total fuera del mismo. Esto no es cierto para los vértices virtuales. Para conservar el equilibrio de flujo en estos vértices enviamos




unidades de flujo desde los vértices virtuales de las tareas a los vértices virtuales de las maquinas.

Tal flujo (fij) existe en el grafo bipartito completo conectando todas las tareas virtuales con las máquinas virtuales. Completaremos la red N añadiendo:

· Por cada i=1, ..., n y j=1, ..., m con fn+j,m+i>0 un arco ( Jn+j, Mn+i) con capacidad fn+j,m+i.
Si saturamos ahora todos los arcos con su capacidad tendremos un flujo x=x(xij) desde s a t con un valor (n+m)T. Para un conjunto M ( { M1, ..., Mn+m} de maquinas, definimos P(M) como el conjunto de todos los vértices predecesores en M, o sea, todas las tareas Ji tales que xij > 0 para cada Mj (M. Tenemos que



,

lo que implica que |M| ( P(M) para todo conjunto M de maquinas. Por el teorema de Hall [HALL77] existe un emparejamiento R de cardinalidad n+m. Así (1 = min {xij / (Ji,Mj) ( R}. Podemos construir, por lo tanto, un planificador parcial en un intervalo de tiempo (0,(1) como sigue:

· Planificando Ji en (0,(1) sobre Mj si (Ji,Mj) ( R.

· No planificando Ji en (0,(1) si (Ji,Mm+i) ( R.

· Dejando parada Mj en (0,(1) si (Jn+j,Mj) ( R.

Además, reemplazamos T por T-(1, reduciendo la capacidad de todos los arcos en R por (1 y eliminando todos los arcos que ahora tengan capacidad cero. Finalmente reemplazamos el actual tiempo de planificación s=0 por s=(1 y repetimos el proceso para planificar el siguiente intervalo de tiempo (s, s+(2). El proceso finalizará cuando T=0, dándonos una planificación óptima de tamaño T.

Al finalizar cada paso se elimina al menos un arco. Así, si r es el numero de operaciones Oij con pij > 0, entonces tenemos al menos O(r) pasos. Como el emparejamiento se calcula en O(r(n+m)1/2) pasos, entonces se tiene una complejidad total del orden O(r2(n+m)1/2).

II.1.1.5.  Problemas de Asignación

Consideremos el grafo bipartito completo G=(V1(V2,V1(V2). Sea n=(V1(((V2(=m. Asociado con cada arco (i,j), existe un número real cij que representa el coste de asignar cada vértice i al vértice j. Una asignación viene dada por una función uno a uno (:V1(V2, que asigna vértices de un conjunto con vértices del otro.

El problema de asignación será encontrar una función ( tal que minimice




Asúmase que V1={1,...,n} y V2={1,...,m}. Entonces el problema de asignación tiene la siguiente formulación en programación lineal entera 0-1:


minimizar



[II.7]


s.a:





    i=1,…,n,
[II.8]




    j=1,…,m,
[II.9]


xij({0,1},  i=1,...,n;  j=1,...,m.
[II.10]

Aquí xij=1 si, y sólo si, i se asigna a j. Debido a [II.8] y [II.9], cada i ( V1 se asigna a un único elemento de V2.
Un problema de asignación puede reducirse a uno de transporte si se añade un vértice origen s con arcos (s,i) ,i(V1, y un vértice sumidero t con arcos (j,t), j(V2 al grafo bipartito. Los costos de los nuevos arcos se pondrán a 0. Las capacidades inferiores lij a 0, y las superiores uij  a 1. Finalmente consideraremos s como el único nodo de suministro y t como el único nodo de demanda. Tanto el suministro como la demanda tendrán que ser iguales a n.

Cualquier solución entera dada por un algoritmo que resuelve este problema de transporte es factible para [II.7] - [II.10]. Por tanto, se podrá resolver el problema de asignación si se resuelve el correspondiente problema de transporte. El primer algoritmo desarrollado para un problema de asignación fue el método Húngaro que lo resuelve en O(n2m) pasos, debido a Kuhn [KUHN55].

Problema P||(Ci
Se tiene n tareas i=1,..,n con tiempo de ejecución pi, que se procesan sobre m maquinas paralelas e idénticas j=0,...,m-1, y se pretende minimizar el tiempo medio de espera. En este caso no existe relación de precedencia entre las tareas y todas tienen la misma prioridad.

Una planificación S vendrá dada por una partición de un conjunto de tareas en m conjuntos disjuntos I0,...,Im-1, de manera que a cada Ij, se asignará una secuencia de tareas. Se asume que Ij contiene nj elementos y que j(i), (i=1,...,nj) es la tarea que va a que ser planificada en la posición nj-i+1 sobre la maquina Mj. Se asume también, que las tareas de Ij se planifican en Mj a partir del instante 0. Entonces con estas condiciones el valor de la función objetivo es




Considérese ahora el problema de asignación con cik = aibk donde ai=pi para i=1,...,n y bk=(k/m( para k=1,...,n. Una planificación S corresponde a una asignación con un valor objetivo similar al de la expresión anterior. Cada tarea i planificada se asigna a la posición bk de una maquina si i es asignada a k.

Por otro lado, si se asume que:

p1( p2( ...( pn,
entonces se puede obtener una asignación óptima si se asigna ai=pi a bi (i=1,...,n). Esta asignación corresponde a una planificación en la que la tarea i se planifica sobre la máquina (i-1)mod(m). De esta manera, dentro de cada máquina las tareas están ordenadas en orden no decreciente de sus tiempo de procesamiento. Esta planificación puede ser realizada en O(nlogn), que es el tiempo de ordenación de las tareas con respecto a su tiempo de proceso.

II.1.2.  Métodos Enumerativos

En este apartado se describen muy brevemente dos métodos generales utilizados para resolver problemas combinatorios
, denominados programación dinámica, métodos branch and bound y branch and cut. El objeto de este trabajo no es entrar en profundidad en el estudio de dichos métodos, aunque si se desea  se puede encontrar un tratamiento más exhaustivo en libros básicos de optimización y planificación [BAKER74] [LENST77] [RINNO76]. En [COFFM76] se realiza un análisis comparativo de estas técnicas.

II.1.2.1.  Programación Dinámica

Los fundamentos de la programación dinámica fueron elaborados por Bellman en la década de los 50, y presentados en [BELLM57] [BELLM62]. Aunque el nombre de programación dinámica es el más utilizado, una definición mejor podría ser la de optimización recursiva o multi-etapa, ya que se puede interpretar un problema de optimización como un proceso de decisión multi-etapa. Esto quiere decir que un problema va a dividirse en un número de etapas y cada uno de ellas requerirá una decisión que repercutirá en las decisiones tomadas posteriormente. El método consiste en aplicar el principio de optimalidad de Bellman, a través del cual se obtiene la ecuación recursiva que describe el valor del criterio de optimalidad en una etapa dada en términos de los valores obtenidos previamente. Este principio dice que a partir del estado actual, una política óptima para el resto de los procesos es independiente de la política adoptada en los pasos anteriores. Por supuesto, no todos los problemas de optimización pueden ser presentados como procesos de decisión multi-etapa para los cuales sea válido el principio anterior. No obstante la clase de problemas para los que funciona es bastante grande.

Si se aplica la programación dinámica a un problema combinatorio, con el fin de calcular el valor del criterio de optimalidad para cualquier subconjunto de tamaño k, debemos conocer primero el valor óptimo para cada uno de los subconjuntos de tamaño k-1. Además, si nuestro problema se caracteriza por un conjunto de n elementos, el número de subconjuntos a considerar será de 2n. Esto significa que los algoritmos de programación dinámica tienen una complejidad computacional exponencial. De cualquier manera, en la práctica, a menudo es posible construir algoritmos pseudopolinomiales de programación dinámica para problemas NP-duros (no el sentido fuerte), para un tamaño razonable de la entrada del problema.

A continuación se muestra un ejemplo.

Problema 1||(wiUi 

Dadas n tareas i=1,...,n con tiempo de proceso pi y fecha de terminación di, se pretende secuenciarlas minimizando 



,

donde wi(0 representan pesos para i=1,..,n. Se asume que las tareas están ordenadas en orden no decreciente de las fechas de terminación

d1(d2(...(dn,
entonces, existe una planificación óptima dada por una secuencia de la forma

i1, i2, ..., is,is+1, .., in,
donde las tareas i1<i2<...<is están planificadas sin retraso y las tareas is+1,...,in  incurren en una demora. Esto puede verse fácilmente aplicando el siguiente intercambio de argumentos. Si una tarea i incurre en retraso se podría mover al final de la planificación sin incrementar el valor de la función objetivo. Si i y j no están retrasadas con di(dj e i no está planificada después de j entonces se desplazará el bloque de todas las tareas planificadas entre j e i conjuntamente con i a la izquierda tantas posiciones como unidades de tiempo pj, y se planificará la tarea j inmediatamente después de este bloque. Dado que la tarea i no es tardía y di(dj no se crean trabajos tardíos.

Para resolver el problema calculamos recursivamente para t=0,1,..,T, donde 

 y j=1,...,n, el mínimo valor de Fj(t) para las primeras j tareas, sujeto a la restricción de que el tiempo total de procesamiento de las tareas que están dentro del tiempo previsto es como mucho t. Si 0(t(dj y la tarea j no se retrasa el valor sería Fj(t), entonces Fj(t)=Fj-1(t-pj). En otro caso, Fj(t)=Fj-1(t)+wj. Si t>dj entonces Fj(t)=Fj(dj), porque todas las tareas 1,2,...,j finalizan posteriormente a dj(...(d1. Así, para j=1,...,n tenemos 




con Fj(t)=( para t<0, j=0,..,n y F0(t)=0 para t(0.

Finalmente, Fn(dn) es la solución óptima la problema.

II.1.2.2.  Branch and Bound

Supóngase que se tiene un conjunto finito
 S de soluciones factibles y un criterio :S ((. Se quiere encontrar un S*( S tal que 



.

El método branch and bound encuentra un S* por enumeración implícita de todas las soluciones de S a través del examen de pequeños subconjuntos de S cada vez más pequeños. Estos subconjuntos pueden ser tratados como conjuntos de soluciones correspondientes a subproblemas del problema original. Esta manera de razonar se ve claramente si los problemas en consideración tienen una interpretación práctica.

Como su propio nombre indica, el método de branch and bound consiste en dos procedimientos fundamentales: ramificación (branching) y acotación (bounding). La ramificación es el proceso de particionar un problema grande en dos o más subproblemas que suelen ser mutuamente exclusivos
. Más aún, los subproblemas pueden ser particionados de manera similar, y así sucesivamente. La acotación calcula una cota inferior del valor de la solución óptima para cada subproblema generado en el proceso de ramificación. Nótese que el proceso de ramificación puede ser representado convenientemente por un árbol de búsqueda. En el nivel 0, este árbol consta de un único nodo que representa el problema original, y en niveles sucesivos está formado por nodos que representan los subproblemas particulares del problema en el nivel anterior. Las aristas van desde cada nodo problema hasta cada uno de los nodos subproblema. A medida que se desarrolla el algoritmo, se mantiene una lista de nodos no procesados que corresponde a los subproblemas que no han sido eliminados y cuyo subproblema no ha sido aún generado.

Supóngase que en alguno de los pasos del proceso de ramificación y acotación, se obtiene una solución completa S con valor objetivo (S). Supóngase también que el nodo encontrado en el proceso tiene asociado una cota inferior LB > (S). Entonces ese nodo no tiene por que ser considerado en la búsqueda de S*, ya que la solución resultante nunca tendrá un valor menor de (S). Cuando se localiza este nodo, se elimina y se dice que esa rama ha sido podada, ya que se interrumpe la búsqueda por esa vía. El valor utilizado para interrumpir la ramificación se denomina solución de prueba. Esta solución puede encontrarse por medio de un procedimiento heurístico, o puede haberse obtenido durante el transcurso de la búsqueda por el árbol.

Basándose en las consideraciones anteriores, se puede decir, que con el fin de implementar un procedimiento basado en un esquema branch and bound, se debe decidir a cerca de los siguientes puntos:

·  procedimiento de ramificación y estrategia de búsqueda.

·  procedimiento de acotación o criterio de eliminación.

Tomando las decisiones anteriores, se debe explorar el problemas específico y observar un compromiso entre la longitud del procedimiento de ramificación y el tiempo  empleado en calcular las cotas inferiores y soluciones de prueba. Es obvio que la función de complejidad computacional de un algoritmo branch and bound es exponencial con respecto al tamaño de la entrada del problema cuando se busca una solución óptima. No obstante, se suele utilizar esta aproximación para encontrar una solución subóptima, pudiéndose encontrar en tiempo polinomial y parando el procedimiento de ramificación en un cierto estado, o después de haber expirado un período de tiempo.

Problema F2||(Cj
Este problema se define de la siguiente manera. Dados n trabajos i=1,...,n, cada uno de los cuales está dividido en dos operaciones que van a ser llevadas a cabo por otras dos máquinas. El trabajo Ji requiere un tiempo de proceso pij en la máquina j (j=1,2) y cada trabajo debe completar su procesamiento en la máquina 1 antes de comenzar en la siguiente. Sea Ci el instante en el que el trabajo i concluye su procesamiento en la máquina 2. Se debe encontrar una planificación que minimice la suma de los tiempos de conclusión (Ci.

El siguiente teorema demuestra que podemos restringir nuestra búsqueda a una única permutación que determine la planificación completa.

· Teorema I.2 [BAKER74] Existe una planificación óptima para el problema flow shop F2||(Cj en la que ambas máquinas procesan los trabajos en el mismo orden.

Demostración. Considérese la planificación óptima en la que el orden de procesamiento en ambas máquinas es idéntico para los primeros k trabajos, donde k<n es maximal. Sea i el k-ésimo trabajo y j el trabajo planificado en la máquina 2 después de la segunda operación de trabajo i. Entronces se está en la situación mostrada en la figura II.3.




Fig. II.3. Una planificación de tareas sobre dos máquinas donde el orden de procesamiento de los k primeros trabajos es idéntico 

Si desplazamos el trabajo j en la máquina 1 hacia la posición inmediatamente posterior al trabajo i y se mueven los trabajos p1j unidades de tiempo a la derecha planificados previamente entre los trabajo i y j se obtiene otra planificación óptima. Esto contradice la maximalidad de k.

De acuerdo con este teorema, una planificación óptima puede conseguirse mediante el intercambio de un trabajo. 

Empleando este resultado, una manera de ramificar sería eligiendo el primer trabajo a ser planificado en el primer nivel del árbol de ramificación, el segundo trabajo en el siguiente nivel, y así sucesivamente. Lo que se necesita a continuación es una cota inferior. Tal cota se obtiene de la siguiente manera.

Supóngase que nos situamos en un nodo en el que los trabajos del conjunto M({1,...,n} ya han sido planificados, donde |M|=r. Sea ik, k=1,...,n, el índice del k-ésimo trabajo bajo cualquier planificación que descienda del nodo en consideración.

El costo de esta planificación que deseamos acotar es



.

Del segundo sumando se derivarán dos posibles cotas inferiores.

I. Si cada trabajo i(M pudiera comenzar su procesamiento en la máquina 2 inmediatamente después de completar su procesamiento en la máquina 1, el segundo sumando se transformaría en 



.

Si no fuera posible se tendría



.

La cota S1 depende la manera en que se planifican los trabajos que no están en M. Esta dependencia puede eliminarse viendo que S1 se minimiza planificando los trabajos i(M en orden no decreciente de los valores pi1. Este valor se denomina mínimo valor S*1.

II. Por otro lado 

es una cota inferior del comienzo del primer trabajo i en la máquina 2. Así, el segundo sumando debería estar acotado por



.

De nuevo S2 se minimiza mediante la planificación de los trabajos i(M en orden no decreciente de los valores pi2. Este resultado se denominará mínimo valor S*2.

Combinando las dos cotas inferiores se obtiene



,

que es una cota inferior fácilmente computable.

El algoritmo Branch and Bound puede se implementado utilizando esta cota inferior y la regla de ramificación simple. Este algoritmo puede ser mejorado explotando una relación de dominancia natural introducida por Ignall y Schrage [IGNAL65].

II.1.2.3.  Algoritmos Branch and Cut

Las técnicas de Ramificación y Corte están siendo actualmente de las más populares para la resolución de problemas de programación lineal entera.

Recordemos que un problema de Programación Lineal Entera (ILP) es un problema de la forma {min cT:x:Ax(b, X(0, x entero}. Un problema ILP Mixto (MILP) es una generalización de un ILP en el cual algunas variables no tienen la restricción de integridad. La relajación LP de un problema MILP es el problema obtenido mediante la eleminación de los requerimientos de integridad.

Un enfoque habitual para un problema MILP consiste en resolver su relajación LP con la intención de encontrar una solución óptima x* entera. Si este no es el caso, existen dos maneras de proceder. En la técnica de planos de corte, se realiza una fase de separación en la que la inecuación linear (Tx((0 se define mediante la separacion de x de las soluciones factibles del MILP. El corte se añade a la relajación LP actual y el procedimiento sigue iterando. En cuanto a la técnica de Branch and Bound, el problema MILP se reemplaza por dos subproblemas, obtenidos mediante la imposición de restricciones adicionales del tipo xj((xj*(  y xj<(xj*( respectivamente, donde xj es una variable con restricción de integridad con valor fraccional en x*. El procedimiento se aplicara entonces recursivamente a cada uno de los dos subproblemas.

A finales de los cincuenta, Gomory [GOMOR50] fue uno de los pioneros de la técnica de planos de corte, proponiendo una manera elegante y muy simple de derivar cortes para un problema ILP mediante el uso de información asociada a el problema LP óptimo base. La experiencia práctica con el algoritmo de Gomory demostró no obstante que la calidad de los cortes generados era bastante pobre, ya que después de unas pocas iteraciones se producía el conocido fenómeno del tailing-off (una larga secuencia de iteraciones sin mejoras significativas en cuanto a la integridad). Por otro lado, el esquema del Branch and Bound puede generar un número enorme de subproblemas en el caso de que la relajación LP no se aproxime a la envolvente convexa de los puntos factibles enteros.

Branch and Cut es una metodología para la integración efectiva de las técnicas de planos de corte y Branch and Bound, en la que se generan cortes a partir del árbol de ramificación. Con respecto al esquema de Branch and Bound la adición de nuevos cortes mejora la Relajación LP en cada nodo de la rama. Con respecto a las técnicas puras de planos de corte, se pueden modificar para ramificar tan pronto como se produzca el tailing-off. Más aún, como se garantiza la convergencia mediante el mecanismo de ramificación, la separación de cortes puede ser de tipo heurístico, y puede restringirse a subfamilias de cortes específicos. La efectividad de las técnicas de Branch and Cut depende de la calidad de los cortes generados

Se pueden encontrar aplicaciones de las técnicas de Branch and Cut a problemas de planificación en [SOUSA93], [AKKER95] y [CRAMA95].

�La Programación Dinámica puede utilizarse en un contexto más amplio (véase [DENAR82], [HOWAR69], [DREYF79]).


�En general, |S| puede ser infinito (véase [MITTE70]).


�Si este no es el caso, se puede hablar de división de S en lugar de su partición.
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