Práctica de Técnicas de Simulación. Curso 2000/2001

SIMULACIÓN DE POISSON

Referencias: “Poisson Simulation – A method for Generating Stochastic Variations in Continuous System Simulation”, Leif Gustafsson, SIMULATION, Vol. 74, Número 5, Mayo de 2000.

1. Introducción.
En muchos procesos de naturaleza estocástica, un número aleatorio de eventos ocurre en un intervalo determinado de tiempo. Si no ocurren eventos simultáneos y si el número de eventos durante el intervalo es independiente tanto del número de eventos ocurridos en el pasado, como de los tiempos en los que estos eventos ocurrieron, tenemos lo que se llama un proceso de Poisson. Algunos ejemplos de tales procesos son: el número de decaimientos en una fuente radioactiva, el número de llamadas telefónicas por hora en una oficina, el número de nuevos casos de cáncer al año en la población, el número de clientes por hora que llegan a una tienda, el número de nacimientos por año en una población, etc...

El objetivo de esta práctica es estudiar el efecto de la inclusión de procesos de Poisson en modelos de sistemas continuos. Tomemos como ejemplo, un modelo sencillo (ver la figura 1). Se trata de un nivel con un flujo de salida. Dicho flujo viene dado por la ecuación F:= p* N, siendo N el valor del nivel y p una constante positiva.
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Figura 1. Modelo simple de ejemplo

Un algoritmo sencillo que permite simular este sistema usando el método de integración básico de Euler, es:

Inicialización:

Itera:

 N:=N+dt*(-F)

 F:=p*N

 tiempo=tiempo + dt

 si tiempo <= (tiempo final), entonces saltar a Itera

Supongamos que la variable de nivel, contabiliza un número de objetos. Si este número es muy grande en relación con las posibles variaciones aleatorias del flujo (por ejemplo, el nivel contiene moléculas de un gas), las fluctuaciones del flujo pueden ser despreciadas. Sin embargo, existen casos en el que el nivel representa un número de objetos, donde las fluctuaciones aleatorias sí pueden tener su importancia (por ejemplo, población de conejos que convive con un depredador, personas sanas en una población afectada por una epidemia, ...). En estas situaciones, el número de objetos puede aun ser lo suficientemente grande para seguir aplicando ecuaciones diferenciales continuas al proceso (esto es, podemos seguir pensando en términos de variables continuas). Pero el modelo se acerca mucho más a la realidad cuando se incluyen en él, los efectos estocásticos de las variaciones en el flujo. Es decir, se considera que durante el intervalo de tiempo dt (que para nosotros es el paso de la simulación) ocurren un número de eventos regidos por una distribución de Poisson. En el modelo del ejemplo, se puede considerar que el número de eventos en un dt viene dado por una distribución de Poisson cuyo parámetro de intensidad lambda es igual a p * N (se mantiene la dependencia con N). De esta manera en un dt ocurren Po( dt * p * N) eventos. Por lo tanto el número de eventos por unidad de tiempo (flujo) es Po (dt * p * N) / dt.

El pseudocódigo para simular el sistema con este añadido es:

Inicialización:

Itera:

N:=N+dt*(-F)

F:=Po(dt*p*N)/dt

tiempo=tiempo+dt

Si tiempo <= Tfinal entonces ir a Itera

En la siguiente gráfica se muestran las simulaciones realizadas para el sistema determinista y el modelo que incluye al proceso de Poisson.
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Figura 2. Flujo determinista y definido por un proceso de Poisson.

2. Sistemas que deben ser modelados en esta práctica.

Sistema 1. Una población de conejos conviviendo con una población de zorros. En un ecosistema conviven dos especies X (conejos) e Y (zorros) en un área restringida (no hay más influencias que los recursos de la zona y las actividades de las dos especies). Los conejos se reproducen con un ritmo proporcional a su número. Su ritmo de mortalidad es influenciado por dos motivos. Por una parte, los encuentros con los habitantes de la otra especie (los zorros), trae como consecuencia en muchos casos la muerte del individuo. Por otra parte, los conejos compiten por los recursos del ecosistema. La influencia de esta competición la vamos a considerar proporcional al número de encuentros posibles entre los conejos.

Los zorros se reproducen a un ritmo típico de un depredador. Es decir, que es proporcional al número de conejos que capturan (proporcional al número de encuentros zorro-conejo). La muerte de los zorros será proporcional al número de zorros existentes en cada momento.

Sistema 2. Estimación de los efectos de una exploración médica.

En medicina y epidemiología es corriente el estudio del efecto de una exposición (por ejemplo, tratamiento con drogas, radiación, exploración) mediante la comparación de una variable medida (por ejemplo, mortalidad) sobre un grupo de estudio (individuos que han sido expuestos) y un grupo de control (individuos que no han sido expuestos).

Una aplicación es el estudio de una exploración médica con un tratamiento posterior para diagnosticar y curar cierta enfermedad. Uno de los parámetros importantes es la sensibilidad del test, es decir cual es la proporción de población enferma que es clasificada correctamente como población enferma.

Diremos que un individuo pasa a la fase preclínica cuando pasa de estar sano a desarrollar una enfermedad, aunque esta no desarrolla síntomas hasta que la enfermedad se manifiesta (es entonces cuando el paciente acude al sistema médico). Vamos a centrarnos en una enfermedad particular que si tras la exploración es diagnosticada correctamente el tratamiento elimina dicha enfermedad. Estudiaremos los casos en los que la enfermedad se manifiesta en dos situaciones: cuando no se realiza la exploración cuya efectividad estamos evaluando y cuando esta exploración se realiza.

Para ello tendremos dos grupos de 10000 personas elegidos al azar de una población. Un grupo, será el grupo de estudio, esto es, a ese grupo se le aplicará el procedimiento exploratorio que está siendo evaluado. El otro grupo, es el grupo de control, al que no se le aplicará el procedmiento exploratorio. Se sabe que el ritmo de incidencia de nuevos casos preclínicos es de 150 casos por año y por cada 100000 personas, es decir que se esperan anualmente aproximadamente unos 15 nuevos casos en cada grupo. La aparición de estos nuevos casos preclínicos será considerado un proceso de Poisson.

La duración de la etapa preclínica es de 12 años en media, por lo que al comenzar el estudio se espera que el número de individuos por grupo en la etapa preclínica es de 180 personas. El proceso por el cual los individuos que están en la etapa preclínica pasan a ser casos donde la enfermedad también se ha manifestado es un proceso de Poisson.

El parámetro de sendibilidad S del test en la exploración objeto del estudio es 0.75. Esto significa que la probabilidad de que un individuo enfermo sea detectado correctamente como tal por la exploración es 0.75. 

Para que el modelo sea más realista, no se deben considerar el mismo número de casos en estado pre-clínico para los dos grupos. Para solucionar esto, vamos a incorporar un mecanismo en el modelo por el cual, aunque la simulación comienza con los 180 caso en estado preclínico en ambos grupos, la exploración no comenzará en el instante 0, sino que se esperará unos años para empezar dicha exploración. En esos años y debido a los procesos estocásticos del modelo el número de casos en estado preclínico será diferente en los dos grupos. Por tanto, hay que incluir un parámetro, que será “tiempo de inicio para empezar la exploración en el grupo de estudio”.

A continuación se muestra un diagrama de este estudio:

[image: image3.emf]Población Sana


Población en estado


preclínico


Número de casos en los que


se ha manifestado la


enferemdad


Población Sana


0


Población en estado


preclínico 0


Número de casos en los que


se ha manifestado la


enferemdad 0


GRUPO DE CONTROL


GRUPO DE ESTUDIO


Casos detectados


correctamente por la


exploración y curados




Población Sana

Población en estado

preclínico

Número de casos en los que

se ha manifestado la

enferemdad

Población Sana

0

Población en estado

preclínico 0

Número de casos en los que

se ha manifestado la

enferemdad 0

GRUPO DE CONTROL

GRUPO DE ESTUDIO

Casos detectados

correctamente por la

exploración y curados


a. 3. Trabajo a desarrollar en la práctica

b. Modelar ambos sistemas, utilizando el siguiente procedimiento.

a.1 Identificar variables de interés.

a.2 Dibujar un diagrama causal.

a.3 Clasificar las variables en: variables de nivel, variables de flujo y variables auxiliares.

a.4 Dibujar el diagrama de Forrester correspondiente.

a.5 Estudiar las variables de flujo y encontrar las relaciones matemáticas que las definen como procesos deterministas o estocásticos. En caso de que sean estocásticos modelarlo con alguna de las distribuciones que hemos estudiado en clase.

b). Trabajo específico para el sistema 1. 

b.1. Escribir las ecuaciones del modelo matemático que define la variación de las poblaciones de zorros y conejos y a partir de ellas estudiar los posibles valores en el estacionario en función de los parámetros del sistema. El estacionario se consigue cuando la variación de las variables es cero.

b.2 Modelar el sistema con diagramas de Forrester e implementarlo en Vensim bajo condiciones deterministas y bajo condiciones estocásticas. En condiciones estocásticas supondremos que las muertes y nacimientos de los conejos y los zorros son procesos de Poisson.

b.3 Realizar simulaciones en ambos casos y obtener gráficas para las dos poblaciones con los parámetros adecuados para lograr un comportamiento estacionario donde ambas poblaciones sobreviven al menos en el modelo determinista. Comparar los resultados de las simulaciones deterministas y con los procesos de Poisson.

b.4 En el modelo estocástico realizar simulaciones con pasos 1, 0.1, y 0.01. Comprobar si la longitud del paso afecta a los flujos modelados con procesos de Poisson. Intentar justificar las observaciones realizadas.

c. Trabajo específico para el modelo del Sistema 2.

b.1 Una vez modelado, realizar simulaciones para obtener gráficas de la acumulación de los casos en donde la enfermedad se manifiesta tras pasar por la fase preclínica en ambos grupos con los parámetros definidos en la descripción del modelo.

d. Ayudas técnicas para la realización de la práctica.

En VENSIM PLE, no está documentada la función interna que permite generar muestras de una distribución de Poisson. La función se llama:

RANDOM POISSON(min,max,alfa,valor de fondo, factor multiplicativo, semilla)

Los valores min, max determinan el rango de validez del experimento aleatorio que se produce cuando se llama a la función. Si el resultado no está en el rango, este se repite hasta que se obtiene un valor en el rango.

Alfa es el parámetro de la distribución de Poisson es decir, lo que en clase entedíamos por el producto de la duración del intervalo t por el parámetro de intensidad lambda.

Valor de fondo es  un valor que se suma al resultado obtenido del muestreo realizado con la distribución. Lo tomaremos como 0.

Factor multiplicativo es una constante que multiplicará al resultado del experimento aleatorio. Lo tomaremos como  1.

Semilla: Se trata de la semilla utilizada en el generador de números pseudoaleatorios.

En algún momento de la práctica puede ser útil una distribución binomial que no viene como función interna de VENSIM. Una distribución binomial donde el número de casos positivos es alto, puede aproximarse mediante una distribución normal como N(np,sqrt(np(1-p))), donde np es el número de casos positivos y p es la probabilidad de uno de esos casos. N(m,s) es una distribución normal siendo m la media y s la varianza. En Vensim, esta es una función interna:

RANDOM NORMAL(min,max,media,varianza,semilla)

4. Método de evaluación de la práctica.

· Se entregará un informe con los modelos, y gráficas resultantes de las simulaciones. Se explicará la construcción de cada modelo explicando claramente el por qué de cada elemento incluido. También se explicará el comportamiento observado en las gráficas obtenidas. Además se incluirá la respuesta a las cuestiones planteadas en el guión. La práctica es individual. Al entregarse, se realizará una entrevista con el profesor donde éste preguntará al alumno sobre diferentes aspectos de la práctica. En base al informe entregado y a la respuesta de estas cuestiones se realizará la evaluación. Se valorará:

· El conocimiento y manejo de las herramientas de simulación.

· El conocimiento y manejo de los métodos de modelado.

· Las propuestas originales que permitan mejorar los modelos.

· La metodología seguida en el estudio de los sistemas.

· El entendimiento de los modelos propuestos así como la minuciosidad en el estudio de los mismos.

