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Gramáticas Formales

Una gramática G, tiene cuatro componentes (, V, P, S):

: Un conjunto de componentes léxicos, denominados símbolos terminales.

V: Un conjunto de no terminales.

S: Un símbolo inicial.

P: Un conjunto de producciones, que en el caso más general tienen la forma:

  

Siendo ,  ( U V).  se llama el lado izquierdo y  el derecho de la producción.

Se sigue la regla convencional de especificar las gramáticas dando una lista de producciones, donde las producciones del símbolo inicial se listan primero.

Se dice que una producción es para un no terminal si el no terminal aparece en el lado izquierdo de la producción.


Una cadena de terminales es una secuencia de cero o más terminales.


La cadena de terminales que contiene cero terminales, se escribe , recibe el nombre de cadena vacía.

 Notación. TC "SEC nivel0 \c \*arábigo0" \l 3 001
Utilizaremos un convenio notacional para describir las gramáticas:

- Los símbolos terminales se representan mediante letras minúsculas del principio del alfabeto latino: a, b, c...

- Los símbolos no terminales se representan usando las primeras letras del alfabeto latino en mayúsculas: A, B, C, D,...

- Los símbolos gramaticales (un símbolo gramatical puede ser tanto un terminal como un no terminal) se representarán utilizando en mayúsculas las últimas letras del alfabeto latino: X, Y, Z, W,...

- Las cadenas de símbolos terminales se representarán usando en minúsculas las últimas letras del alfabeto latino: w, x, y, z,...

- Las cadenas de símbolos gramaticales (terminales y no terminales) se representarán usando letras del alfabeto griego: , , , , ...

- Si existen diferentes alternativas para un mismo símbolo no terminal, las diferentes alternativas se listan separadas por barras verticales: A  ||...||

 Derivaciones. TC "SEC nivel0 \c \*arábigo0" \l 3 002
Hay varios modos de considerar el proceso por el cual una gramática define un lenguaje. El primero que estudiaremos es el punto de vista derivacional.

Una producción se considera una regla de reescritura donde el no terminal de la izquierda es sustituido por la cadena del lado derecho de la producción.

Consideremos la siguiente gramática para expresiones aritméticas donde el no terminal E representa una expresión:

E  E + E | E * E | (E) | -E | id

En el caso más simple, se puede sustituir una sola E por -E. Se puede describir esta acción escribiendo:

E  - E(E deriva en -E)

o bien: E * E  (E) * E

E * E  E * (E)

Se puede tomar una sola E y aplicar repetidamente producciones en cualquier orden para obtener una secuencia de sustituciones. Por ejemplo:

E  -E  -(E)  -(id)

Es una derivación de -(id) a partir de E. La existencia de esta derivación prueba que un caso particular de una expresión es la cadena -(id).

Definamos formalmente una derivación:

Se dice que Aß  ß si:

1.- A   es una producción de la gramática

2.-   y ß son cadenas arbitrarias

Si 1  2  ...  n se dice que "1 deriva en n".

El símbolo "" significa "deriva en un paso".

A menudo se desea expresar "deriva en cero o más pasos", se usa entonces el símbolo * Se verifica:

1)  *  para cualquier cadena .

2) Si  * ß y ß   entonces  * 

Del mismo modo se puede utilizar el símbolo + para expresar "deriva en uno o más pasos".

Lenguaje generado por una gramática. TC "SEC nivel0 \c \*arábigo0" \l 3 003
Sea G  (, V, P, S) una gramática.

Se dice que la secuencia  de terminales y no terminales es una forma sentencial si  se puede derivar a partir del símbolo de arranque S, es decir si, S * .

Una frase (o sentencia) es una forma sentencial que consta sólo de símbolos terminales.

El Lenguaje L(G) generado por la gramática G, es el conjunto de frases:

L(G) = {w / S + w}

Si dos gramáticas generan el mismo lenguaje, se dice que son equivalentes.

En cada paso de una derivación hay que hacer dos elecciones:

· Qué no terminal se debe sustituir.

· Qué alternativa (producción) emplear para reemplazar a ese no terminal.

Para comprender cómo trabajan algunos analizadores sintácticos, hay que considerar derivaciones en las que en cada paso sólo se sustituya el no terminal de más a la izquierda de cualquier forma sentencial. Estas derivaciones se denominan derivaciones a izquierdas y se denotan:

 *mi ß

(donde "mi" simboliza "más a la izquierda").

Todo paso de derivación por la izquierda se puede escribir:

wA mi w     donde:

1. w consta sólo de terminales.

2. A   es la producción aplicada.

3. y  son cadenas de símbolos gramaticales.

Se hacen las mismas definiciones para las derivaciones a derechas. A las derivaciones a derechas se les suele dar el nombre de derivaciones canónicas. Se denotan  *md ß

Veamos un ejemplo de derivaciones a izquierdas:

E mi -E mi -(E+E) mi -(id+E) mi -(id+id)

Clasificación de las Gramáticas: la clasificación de Chomsky

Según la complejidad de las reglas (producciones) que definen una gramática, ésta puede ser de uno de los cuatro tipos G0, G1, G2 o G3

Gramáticas estructuradas por frases, semi-Thue o de tipo 0:

Son las más generales. Sus reglas no tienen ninguna restricción y son de la forma:

  

Donde  y  son cadenas arbitrarias de símbolos gramaticales con . Podemos utilizar la misma notación G = (V, , P, S) con las gramáticas no restringidas.

Estas gramáticas generan los lenguajes recursivamente enumerables o lenguajes sin restricciones, aunque a pesar de este nombre no son capaces de representar los lenguajes naturales.

Por ejemplo, la Gramática:

1) S  ACaB

2) Ca  aaC

3) CB  DB

4) CB  E

5 aD  Da

6) AD  AC

7) aE  Ea

8) AE  

genera el lenguaje {ai | i es una potencia positiva de 2}

Gramáticas sensibles al contexto o de tipo 1:

Sus reglas son de la forma

  

con la restricción  ||  ||, es decir, las derivaciones sucesivas no pueden disminuir la longitud de la cadena. Se puede demostrar que este tipo de reglas son equivalentes a las de la forma:

A  

donde la sustitución del símbolo gramatical A por  depende del contexto en que aparezca A.

Gramáticas independientes del contexto (CFG) o de tipo 2:

Sus reglas tienen la forma

A  

y la sustitución de A por  se puede realizar independientemente de dónde aparezca el símbolo A.

La mayor parte de los lenguajes de programación están generados por una CFG (aumentada con elementos contextuales necesarios para la semántica del lenguaje).

Gramáticas regulares o de tipo 3:

Son las más simples. 

Si todas las producciones de una gramática son de la forma:

A  wB | w

Donde A y B son variables sintácticas y w una cadena arbitraria de terminales (podría ser vacía), se dice que la gramática es lineal por la derecha. Si todas las producciones son de la forma:

A  Bw | w

la gramática se dice que es lineal por la izquierda.

Por ejemplo, el lenguaje denotado por: 0(10)* es generado por la gramática lineal por la derecha:


S  0A


A  10A | 

y por la gramática lineal por la izquierda:


S  S10 | 0

Una gramática lineal por la izquierda o por la derecha se denomina una gramática regular. Las gramáticas regulares caracterizan a los lenguajes regulares en el sentido que un lenguaje es regular si y sólo si tiene una gramática lineal por la izquierda y si y sólo si tiene una gramática lineal por la derecha.

Los lenguajes generados por gramáticas de tipo 1, 2 y 3 se llaman lenguajes sensibles al contexto, lenguajes independientes del contexto y lenguajes regulares respectivamente. Cada tipo de lenguajes está contenido en el anterior:

L(G3)  L(G2)  L(G1)  L(G0)

Gramáticas Regulares

Una Gramática G(, V, P, S) es lineal por la derecha si todas sus producciones tienen la forma 

A  uB | v

Si todas las producciones son de la forma

A  Bu | v

La gramática es lineal por la izquierda.

Una gramática es regular si es lineal por la izquierda o lineal por la derecha.

Nótese que la restricción consiste en que las partes derechas de las reglas de producción han de contener un único símbolo no terminal y éste debe ser el primero (lineal por la izquierda) o el último símbolo (lineal por la derecha) de la regla.

Veamos ejemplos:

G1(, V, P, S) definida por:  ={a, b}    V={S, A}   y las producciones

S  bA

A  aaA | b | 

Es una gramática regular (lineal por la derecha) que genera el lenguaje L(G1)=L(b(a2)*b?) (Cadenas que comienzan con b, seguidas de un número par de a's y que pueden acabar también en b.

G2(, V, P, S) definida por:  ={0, 1}    V={S, A}   y las producciones

S  0A

A  10A | 

Es una gramática regular (lineal por la derecha) que genera el lenguaje L(G2)=L(0(01)*).

Una gramática regular, lineal por la izquierda que genera el mismo lenguaje es:

G3(, V, P, S) definida por:  ={0, 1}    V={S}   y las producciones

S  S10 | 0

L(G3)= L(G2)

0.0.4.- Arboles de análisis sintáctico. TC "SEC nivel0 \c \*arábigo0" \l 3 004
Veamos a continuación otra forma de definir el lenguaje generado por una gramática.

Un árbol de análisis sintáctico muestra gráficamente cómo a partir del símbolo inicial de una gramática se deriva una cadena del lenguaje.

Si la gramática cuenta con la producción: A  XYZ entonces un árbol de análisis sintáctico puede tener un nodo interior de la forma:

  A

 X     Y     Z

Formalmente, dada una gramática independiente del contexto, un árbol de análisis sintáctico es un árbol con las siguientes propiedades:

1. La raíz está etiquetada con el símbolo inicial.

2. Cada hoja está etiquetada con un terminal o con .

3. Cada nodo interior está etiquetado con un no terminal.

4. Si A es el no terminal que etiqueta a algún nodo interior y X1, X2,...Xn son las etiquetas de los hijos de ese nodo, de izquierda a derecha, entonces: A  X1X2...Xn es una producción. Aquí las Xi representan un símbolo que puede ser un terminal o un no terminal.

Como caso especial, si A   entonces un nodo etiquetado con A tiene sólo un hijo etiquetado con .

Las hojas del árbol de análisis sintáctico, leídas de izquierda a derecha forman la producción del árbol, que es la cadena generada o derivada del símbolo de arranque.

También se puede definir lenguaje generado por una gramática como el conjunto de cadenas que pueden ser generadas por algún árbol de análisis sintáctico. (Ver Figura 3 a modo de ejemplo).

    E

   -      E

    (     E     )

    E     +     E

    idid

Figura 1 Árbol de análisis sintáctico para -(id + id)

0.0.5.- Arboles de análisis sintáctico y derivaciones. TC "SEC nivel0 \c \*arábigo0" \l 3 005
Un árbol de análisis sintáctico se puede considerar como una representación gráfica de una derivación que no muestra la elección relativa al orden de sustitución.

Para ver la relación entre derivaciones y árboles de análisis sintáctico considérese cualquier derivación:

1  2  3 ...  n donde 1 es un no terminal A.

Para cada forma sentencial i se construye un árbol sintáctico que en sus hojas contiene a dicha forma sentencial. El proceso es una inducción sobre i.

- Para i = 1 se tiene 1  A por lo tanto el árbol cuenta con un único nodo etiquetado con A.

- Supongamos que ya se ha construido un árbol en el que se puede leer en sus hojas la forma sentencial i-1 = X1X2...Xk 

                    .....

  X1 X2 X3 ....  XjXk

Supongamos que i se deriva de i-1 sustituyendo el no terminal Xj por ß = Y1Y2...Yr.

Es decir que en el i-ésimo paso de la derivación se aplica la producción Xj  ß a la forma sentencial i-1 para obtener la forma sentencial

i = X1X2...Xj-1Y1Y2..YrXj+1...Xk

entonces lo que se tiene que hacer es buscar la j-ésima hoja del árbol e incluirle todos los nuevos hijos:

           .....

  X1 X2 X3 ....  XjXk

             Y1 Y2 Y3 ....Yr

Si r = 0 es decir ß =  entonces a Xj se le asigna un hijo etiquetado con .

Como ya se ha mencionado, un árbol de análisis sintáctico ignora las variaciones en el orden en que se sustituyen los símbolos en las formas sentenciales. Ver la Figura 4 a modo de ejemplo.

E => - E => -(E * E) =>mi -(id * E) => -(id * id)

E => - E => -(E * E) =>md -(E * id) => -(id * id)

  E

  -        E 

(    E    )

  E  *  E

  id   id

Figura 2 Derivaciones a izquierda y a derecha que dan lugar al mismo árbol de análisis sintáctico.

· Para cada árbol de análisis sintáctico existe por lo menos una derivación.

· Todo árbol de análisis sintáctico tiene asociado una única derivación a izquierdas y una única derivación a derechas.

· Para cada derivación hay un árbol de análisis sintáctico correspondiente, pero varias derivaciones pueden tener el mismo árbol.

No se puede suponer que toda frase tiene obligatoriamente un solo árbol de análisis sintáctico o una sola derivación por la izquierda o por la derecha.

0.0.6.- Ambigüedad. TC "SEC nivel0 \c \*arábigo0" \l 3 006
Se dice que una gramática que produce más de un árbol de análisis sintáctico para alguna frase es ambigua.

Otro modo de considerar la ambiguedad es el siguiente: una gramática ambigua es la que produce más de una derivación por la izquierda o por la derecha para la misma frase.

Para demostrar que una gramática es ambigua, lo único que se requiere es encontrar una cadena de componentes léxicos que tenga más de un árbol de análisis sintáctico.

Como una cadena que cuenta con más de un árbol de análisis sintáctico suele tener más de un significado, para aplicaciones de compilación es necesario diseñar gramáticas no ambiguas o utilizar gramáticas ambiguas con reglas adicionales que permitan resolver las ambigüedades.

Ejemplo: La frase id + id * id tiene dos claras derivaciones por la izquierda:

E  E + E  id + E  id + E * E  id + id * E  id + id * id

E  E * E  E + E * E  id + E * E  id + id * E  id + id * id

Por lo tanto hay dos árboles de análisis sintácticos distintos para la misma frase (Ver Figura 5).

              E                                  E

         E    +    E                        E    *    E

        id    E    *    E              E    +    E    id

             id         id            id         id

Figura 3 Dos árboles sintácticos para la frase id + id * id

Nótese que se llama ambigua a la gramática y no al lenguaje mismo. Cambiando una gramática ambigua, por supuesto sin cambiar las frases, se puede a veces obtener una gramática equivalente (que genere el mismo lenguaje) no ambigua para el mismo conjunto de sentencias.

Sin embargo, hay lenguajes que no tienen una gramática no ambigua, tales lenguajes se llaman ambiguos intrínsecos.

Se ha demostrado que la propiedad de ambigüedad es indecidible, lo cual quiere decir que no existe, ni puede escribirse un algoritmo que tomando una gramática, determine con certeza y en un tiempo finito si es ambigua o no.

Lo que sí se puede hacer es desarrollar condiciones sencillas pero no triviales que si son cumplidas por una gramática, garantizan que no es ambigua: son condiciones suficientes para la no ambigüedad, pero desde luego no son condiciones necesarias.

A veces, una gramática se puede reescribir para eliminar la ambigüedad.

Por ejemplo consideremos:

S  if b then S

| if b then S else S

| b

Consideremos la forma sentencial:

if E1 then if E2 then S1 else S2

En la Figura 6 se muestra que la gramática es ambigua porque hay dos árboles diferentes para esta frase.

             S

IF    expr   THEN       S      

       E1       IF   expr  THEN  S  ELSE  S 

                      E2         other       other

                                  S1          S2

                     S 

IF     expr     THEN    S      ELSE      S

       E1     IF   expr   THEN   S       other

                    E1           other       S2

                                  S1

Figura 4 Dos árboles sintácticos diferentes para if E1 then if E2 then S1 else S2

Se trata de emparejar cada ELSE con el THEN inmediatamente más cercano sin emparejar. Para ello entre un THEN y un ELSE sólo apueden aparecer proposiciones emparejadas.

Modificamos la gramática como sigue:

S SE | SNE

SE  IF Expr THEN SE ELSE SE | other

SNE  IF Expr THEN P| IF Expr THEN SE ELSE SNE

Donde S significa sentencia, SE sentencia emparejada (con igual número de then's que de else's) y  SNE sentencia no emparejada (hay algún then sin else)

Si se construye el árbol de análisis sintáctico para la frase que antes era conflictiva, se observa que con la nueva gramática ya no lo es (hacerlo como ejercicio).

              S

IF    expr   THEN         S

        E1                SE

                IF   expr  THEN   SE  ELSE    SE 

                      E2         other       other
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