1.11.

La clausura de Kleene de un lenguaje

La clausura de Kleene o estrella de Kleene de un lenguaje A, A C ¥* es la
union de todas las potencias de A y se denota por A*.

A*:UAi:AouAluA2u-~-uA"--~

>0

A* se puede describir de la siguiente manera

A* = conjunto de todas las concatenaciones
de palabras de A, incluyendo A
= {u--u,: w €A n>0}

(Descripcién 1)

(Descripcién 2)

De manera similar se define la clausura positiva de un lenguaje A, A C ¥*, la
cual se denota por A™T.

i>1

A= JAa=A'uAU-uA-

AT se puede describir de la siguiente manera

= {ug-u,: u, €A n>1}

AT = conjunto de todas las concatenaciones de palabras de A,

Obsérvese que A* = AT U {\} y que A* = AT si y solamente si A € A.

Propiedades. Sea A un lenguaje sobre 3, (A C ¥*).

1.

At = A A=A A
AF . A* = A

(A*)n = A*, para todon > 1.

(A*)" = A*.
AT AT C AT
(A7) " = A~
(A+)" = A",

(AF)" = At



Demostracion:

1.
A-A* = A (AUA'UAU--)
= AlUA?UA3U---
= AT,
Similarmente se demuestra que A* - A = A*.

2. Size A*- A*, entonces x = u - v, con u € A*, v € A*. Entonces, x = u - v,
CON U = UilUg -+ Uy, U; €A, n>0 yv=v09- 0, v;EA m2>0.
De donde
IZU‘U:ul'UQ"'un'Ul'U2"'Um.
conu; € A, v; € A, n > 0. Por lo tanto, = es una concatenacién de n +m
palabras de A. Asi que x € A*.

Reciprocamente, si x € A*, entonces v =z - A € A* - A*.

Esto prueba la igualdad de los conjuntos A* - A* y A*.

3. Se sigue de la propiedad anterior.

(A" = (A u(A) u(Aa) U
= {MuUuAUATUAU---
= A"
5. La demostracién de esta propiedad es similar a la de la propiedad 2, pero
con la restriccion m,n > 1.

En general, no se tiene la igualdad A" - AT = A™; mds adelante se mos-
trard un contraejemplo.

6.
(AT = A)'uAa)’uU)’u--
= A*UA*UA*U---
= A*
7.

(A7) = (A7)’ (40) U (A7) 0
= {AMUATUATATU. ..
= A*U (conjuntos contenidos en A™)

et A*



(49" = (49U (A U @A) o

AT U (conjuntos contenidos en A™)
= AT

Contraejemplo de | A" - AT = A*|.
Sea ¥ = {a,b}, A = {a}. Se tiene

At =AU AU ={a}U{aa} U{aaa} U--- = {a" :n > 1}
Por otro lado,
At AT ={a,d%d?,. ..} - {a,a? a®,. ..} ={d* a* a",...} = {a" :n > 2}
Observacion: Segun las definiciones dadas, X* tiene dos significados:

Y¥* = conjunto de las palabras sobre el alfabeto .

3* = conjunto de todas las concatenaciones de palabras de .

No hay conflicto de notaciones porque las dos definiciones anteriores de ¥* dan
lugar al mismo conjunto.

Sean A, B C ¥*. Demostrar que

(AUB)* = (A*B*)* (1.1)

Ayuda: tener en cuenta tanto la descripcion 1 como la descripcién 2 presentadas
arriba.



