Capitulo 5

Automatas con Pila

En el presente capitulo presentamos el modelo de autémata requerido para aceptar los
lenguajes independientes del contexto: el autéomata con pila no-determinista. Existe
también la version determinista pero, a diferencia de lo que sucede con los modelos
AFD y AFN, los modelos de autémata con pila determinista y no-determinista no
resultan ser computacionalmente equivalentes.

5.1. Autématas con Pila Deterministas (AFPD)

Un Autémata Finito con Pila Determinista (AFPD) es una 7-upla,
M = (Q,q, F,X,T, s,,A), con los siguientes componentes:

1. @ es el conjunto (finito) de estados.

2. @ € Q es el estado inicial.

3. F es el conjunto de estados finales o de aceptacion, @ # F C Q).
4. 3 es el alfabeto de cinta.

5. T es el alfabeto de pila.

6. s, €I es el simbolo inicial de pila.

7. A es la funcién de transicion del automata:

A:Qx(XEUNXD — (QxIM).



Como en los modelos ya considerados (AFD, AFN y AFN-)), un AFPD procesa
cadenas sobre una cinta de entrada semi-infinita, pero hay una cinta adicional, llamada
pila, que es utilizada por el autémata como lugar de almacenamiento. En un momento
determinado, la unidad de control del autémata escanea un simbolo a sobre la cinta
de entrada y el simbolo s en el tope o cima de la pila, como lo muestra la siguiente
grafica:

‘\a

La transicion
A(g,a,s) = (¢,7)

representa un paso computacional: la unidad de control pasa al estado ¢’ y se mueve
a la derecha; ademads, borra el simbolo s que esta en el tope de la pila, escribe la cadena
v (cadena que pertenece a I'*) y pasa a escanear el nuevo tope de la pila. La grafica
que aparece en la parte superior de la pagina siguiente ilustra un paso computacional.
Recalcamos que en un paso computacional, el autémata sélo tiene acceso al simbolo
que esta en el tope de la pila; ademaés, el contenido de la pila siempre se lee desde arriba
(el tope) hacia abajo. Por estas dos razones la pila se dibuja verticalmente.



Un paso
computacional

I
o

) /)
Alg,a,s) = (d',7)

Casos especiales de transiciones:

1. A(g,a,s) = (q,s). En este caso, el contenido de la pila no se altera.

2. Alg,a,s) = (¢, \). El simbolo s en el tope de la pila se borra y el control finito pa-
sa a escanear el nuevo tope de la pila, que es el simbolo colocado inmediatamente
debajo de s.

3. A(g, A\ s) = (¢,7). Esta es una transicién A: el stmbolo sobre la cinta de entrada
no se procesa y la unidad de control no se mueve a la derecha, pero el tope
s de la pila es reemplazado por la cadena . Para garantizar el determinismo,
Al(q,a,s) y A(g, A, s), con a € 3, no pueden estar simultdneamente definidos (de
lo contrario el autémata tendria una opcién no-determinista). Las transiciones
A en un AFPD permiten que el autéomata cambie el contenido de la pila, sin
procesar (o consumir) simbolos sobre la cinta de entrada.

Configuracién o descripcién instantanea. Es una tripla (¢, au, s3) que representa
lo siguiente: el autémata esta en el estado ¢, au es la parte no procesada de la cadena
de entrada, y la unidad de control esta escaneando el simbolo a. La cadena sf3 es el
contenido total de la pila; siendo s el simbolo colocado en el tope.

La notacién (g, au, s3) para configuraciones instantdneas es muy cémoda: para re-
presentar el paso computacional de la figura que aparece arriba escribimos simplemente

(q,au, sB) & (p,u,73).



Aqui el autémata utilizé la transicion A(q, a,s) = (p, 7).

La notacién .
(q,u,B) F (p,v,7)

significa que el autémata pasa de la configuracién instantanea (g, u, 3) a la configuracién
instantanea (p,v, ) en cero, uno o mas pasos computacionales.

Configuracion inicial. Para una cadena de entrada w € ¥*, la configuracién inicial
es (G, w, S). Al comenzar el procesamiento de toda cadena de entrada, el contenido de
la pila es s,, que sirve como marcador de fondo.

Configuracién de aceptacidon. La configuracién (p, A, 3), siendo p un estado final
o de aceptacion, se llama configuracién de aceptacién. Esto significa que, para ser
aceptada, una cadena de entrada debe ser procesada completamente, con el control
finito en un estado de aceptacién. La cadena 3 que queda en la pila puede ser cualquier
cadena de simbolos en I'.

Lenguaje aceptado por un AFPD. El lenguaje aceptado por un AFPD M se define
como

L(M) = {w S (quwwSO) 'i (pv)‘aﬁ% pE F}

O sea, una cadena es aceptada si se puede ir desde la configuracién inicial hasta una
configuracion de aceptacion, en cero, uno o mas pasos.

0 En el modelo AFPD se permite que la transicién A(q, a, s) no esté definida, pa-
ra algunos valores ¢ € @), a € X, s € I'. Esto implica que el computo de algunas
cadenas de entrada puede abortarse sin que se procesen completamente.

[0 No se debe confundir la tripla que aparece en la funcién de transiciéon A(q, a, s)
con la tripla (g, u, 3) que representa una configuracién instanténea.

[0 La definicién de la funcién de transicién A requiere que haya por lo menos un
simbolo en la pila. No hay cémputos con pila vacia.

[0 Para los automatas con pila se pueden hacer diagramas de estados, similares
a los ya conocidos, pero resultan de poca utilidad practica ya que el procesa-
miento completo de una cadena de entrada depende del contenido de la pila,
el cual puede cambiar en cada paso computacional.

[0 Los analizadores sintacticos en compiladores se comportan generalmente como
autématas con pila deterministas.



Un AFPD puede simular un AFD simplemente ignorando la pila; de esto se deduce
que los lenguajes regulares son aceptados por autématas AFPD. El siguiente teorema
establece formalmente este resultado.

5.1.1 Teorema. Todo lenguaje reqular L es aceptado por algin AFPD.

Demostracion: Sea M = (Q,qo, F,%,) un AFD que acepta a L. El AFPD M’ =
(@, q0, F, %, T, sy, A) definido haciendo I' = {s,} v

Al(q,a,s,) = (0(q,a),s,), para todo a € ¥, q € Q,
satisface claramente L(M') = L(M) = L. O

Sin usar la pila un AFPD no puede hacer nada mas que un AFD, pero utilizando la
pila como lugar de almacenamiento, un AFPD puede aceptar lenguajes no regulares,
como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo) Disenar un AFPD que acepte el lenguaje L = {a’b’ : i > 1}, sobre el
alfabeto ¥ =

{a,b}. Recordemos que L no es regular y no puede ser
aceptado por ningin autémata normal (sin pila).

Solucién: La idea es copiar las aes en la pila y borrar una a por cada b que sea leida
sobre la cinta. Una cadena serd aceptada si es procesada completamente y en la pila
sélo queda el marcador de fondo s,. Concretamente, M = (Q, g, F, 3, T, 55, A), donde

¥ ={a,b},
' = {s,, A, B},
Q={q0 ¢, ¢},
F={g},
y la funcién de transicion esta dada por:
A(go, a, So) = (qos ASo),
A(qo; a, A) = (g, AA),
A(qo, b, A) = (g1, M),
A(qi, 0, A) = (¢, M),
A(g1; A 80) = (g2, 50)-

Podemos ilustrar el procesamiento de varias cadenas de entrada. Sea, inicialmente,
u = aaabbb.

(Go, aaabbb, s,) = (qo, aabbb, As,) F (qo, abbb, AAs,) F (qo, bbb, AAAs,)
|_ (qh bb7 AASO) l_ (qh b? ASO) }_ (Q1; )‘7 SO) l_ <927 )\7 50)-



La ultima es una configuracién de aceptacién; por lo tanto la cadena u = aaabbb es
aceptada.

Para la cadena de entrada v = aabbb, se obtiene el siguiente procesamiento:

(Go, aabbb, s,) F (qo, abbb, As,) F (g, bbb, AAs,) F (qy, bb, As,)
F(q1,0,80) F (g2, b, 50).  [computo abortado]

Obsérvese que el automata ha ingresado al estado de aceptacién ¢, pero la cadena de
entrada no es aceptada debido a que no se ha procesado completamente; (g,, b, s,) no
es una configuracién de aceptacion.

Para la cadena de entrada w = aaabb, se tiene:

(qo, aaabb, s,) F (qo, aabb, As,) F (qo, abb, AAs,) = (go, bb, AAAs,)
F (g, b, AAsy) E (qu, A, Asy).

A pesar de que se ha procesado completamente la cadena de entrada w, la configuracion
(Go, A, Aso) no es de aceptacién. Por lo tanto, w = aaabb no es aceptada.

Disenar un AFPD que acepte el lenguaje de todas las cadenas sobre el
jemplo
alfabeto ¥ = {a, b} (diferentes de \) que tienen igual nimero de aes que
de bes.

Solucién: La idea es acumular las aes o bes consecutivas en la pila. Si en el tope de
la pila hay una A y el automata lee una b, se borra la A; similarmente, si en el tope
de la pila hay una B y el autémata lee una a, se borra la B. La cadena de entrada
sera aceptada si es procesada completamente y en la pila sélo queda el marcador de
fondo s,. Concretamente, M = (Q, qo, F, %, T, 55, A), donde

Y = {a, b},
F = {807Aa B}7
Q = {Qm%a%}a

F= {%}7



y la funcién de transicion esta dada por:

A(go, a, 80) = (¢1, Aso),
A(go, b, 50) = (q1, Bso),
Alqi,a,80) = (a1, Aso),
A(q1,b,50) = (1, Bso),
Alqi,a,A) = (¢, AA),
A(q,,b, B) = (¢:, BB),
A(gr, a, B) = (q1, ),
A(qi, b, A) = (¢, M),
Alq1, A, 80) = (2, 50)

A continuacién procesamos algunas cadenas de entrada.

Cadena de entrada: aabababb (aceptada).

(qo, aabababb, s,) b (g, abababb, As,) F (q,, bababb, AAs,)
F (g1, ababb, As,) F (q,, babb, AAs,) & (q,, abb, As,)
|_ (q17 bb7 AASO) l_ (qu b7 ASO) l_ (qu )\7 SO) l_ (CI2> )\7 30)-

Cadena de entrada: bbbaba (rechazada).

(o, bbbaba, s,) F (q,, bbaba, Bs,) F (q,, baba, BBs,) - (q,, aba, BBBs,)
F (qi,ba, BBs,) b (q.,a, BBBs,) F (qi, A\, BBSs,).

En este ultimo caso, la cadena de entrada bbbaba es procesada completamente pero la
configuracion final no es de aceptacion.

Ejemplo| Disenar un AFPD que acepte el lenguaje
L = {wecw" : w € {a,b}*}.
sobre ¥ = {a, b, c}. Nétese que las cadenas w y w’ sélo poseen aes y/o bes.

Solucién: La idea es acumular los simbolos en la pila hasta que aparezca la c. Luego
comparar los simbolos leidos con los almacenados en la pila, borrando en cada paso el
tope de la pila. La cadena de entrada sera aceptada si es procesada completamente y en
la pila s6lo queda el marcador de fondo s,. Concretamente, M = (Q, qo, F, 2, T, 50, A),



donde

Y ={a,b,c},
= {so, A, B},
Q =14, 0, ¢},
F={g},

y la funcién de transicion esta dada por:

) = (
Ao, b, 50) = (qos Bso),
A(qo, ¢, S0) = (g2, 80) (para aceptar la cadena c),
A(qo; a, A) = (qo, AA),
A(qo, a, B) = (¢0, AB),
A(o, 0, A) = (g0, BA),
A(qo, b, B) = (g0, BB),
A(go, ¢, A) = (a1, A),
A(qo; ¢, B) = (41, B),
Alg,a, A) = (g1, N),
A(g:, 0, B) = (q1, \)

) = (

[Ejercicios de la seccion 5.1]

1. Disenar AFPD que acepten los siguientes lenguajes sobre ¥ = {a, b}:
(i) L ={ad*:i>1}.
(ii) L = {a*v":i > 1}.
(iii) L={a'¥V :i>j>1}.
2. Disenar AFPD que acepten los siguientes lenguajes sobre ¥ = {0, 1}:
(i) L= {01907 :4,5 > 1}.

(ii) El lenguaje de las cadenas que tienen el doble de ceros que de unos.



