Capitulo 4

Lenguajes y gramaticas
independientes del contexto

Como se ha visto, los autématas son dispositivos que procesan cadenas de entrada. En
capitulos posteriores consideraremos modelos de autématas con mayor poder computa-
cional que el de los modelos AFD-A, AFN y AFD. En el presente capitulo iniciaremos
el estudio de las gramaticas generativas, que son mecanismos para generar cadenas
a partir de un simbolo inicial (el estudio de gramaéticas continuara en el Capitulo 8).

[0 Los automatas procesan cadenas

[J Las gramaticas generan cadenas

Las gramaticas generativas y, en particular, las gramaticas independientes del contex-
to (GIC), fueron introducidas por Noam Chomsky en 1956 como un modelo para la
descripcion de los lenguajes naturales (como el espanol, el inglés, etc). En la década
de los sesenta se comenzaron a usar GIC para presentar la sintaxis de lenguajes de
programacion y para el diseno de analizadores sintacticos en compiladores.

4.1. Gramaticas independientes del contexto

Una gramatica independiente del contexto (GIC), también llamada gramaética
contextual, es una cuddrupla, G = (V, X, S, P) formada por:

1. Un alfabeto V' cuyos elementos se llaman variables o simbolos no-terminales.

2. Un alfabeto X cuyos elementos se llaman simbolos terminales. Se exige que
los alfabetos ¥ y V' sean disyuntos.

3. Una variable especial S € V', llamada simbolo inicial de la gramatica.
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4. Un conjunto finito P C V x (VUX)* de producciones o reglas de re-escritura.
Una produccién (A, w) € P de G se denota por A — w y se lee “A produce w”;
su significado es: la variable A se puede reemplazar (sobre-escribir) por la cadena
w. En la produccion A — w, A se denomina la cabeza y w el cuerpo de la
produccion.

Notacion y definiciones. Las variables se denotan con las letras mayusculas A, B,
C, ... Los elementos de ¥ o simbolos terminales se denotan con letras mintusculas
a,b,c,....Siu,v e (VUX)"y A— w es una produccion, se dice que uwv se deriva
directamente de uAwv, lo cual se denota por

uAv = uwv.

Si se quiere hacer referencia a la gramatica G, se escribe

G ,
uAv = uwv 6 uAv =g uwv.

Si uq,us, ..., u, son cadenas en (V U X)* y hay una sucesién de derivaciones directas

G G G
Uy == U2, Uy —> U3, ... ,Up—1 —> Up

se dice que u, se deriva de u; y se escribe u; = u,,. La anterior sucesion de derivaciones
directas se representa como

UL = U = U3 = = Up—1 = Up

y se dice que es una derivacion o una generacion de u, a partir de u;. Para toda
cadena w se asume que w == w; por lo tanto, u == v significa que v se obtiene de
u utilizando cero, una o mas producciones de la gramatica. Andlogamente, u = 0
significa que v se obtiene de u utilizando una o mas producciones.

El lenguaje generado por una gramdtica G se denota por L(G) y se define
como

L(G) ={w e : 5= w}.

Un lenguaje L sobre un alfabeto X se dice que es un lenguaje independiente del
contexto (LIC) si existe una GIC G tal que L(G) = L. Dos GIC G, y G2 son equi-
valentes si L(G;) = L(G3).

La denominacién “independiente del contexto” proviene del hecho de cada produc-
cion o regla de re-escritura A — w se aplica a la variable A independientemente de los
caracteres que la rodean, es decir, independientemente del contexto en el que aparece

A.
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Sea GG una gramaética (V, 3, S, P) dada por:

V=1{S}

Y ={a}
P={S—aS, S— \}

Se tiene S = Ay
S=aS==a--aS=>a---a.

Por consiguiente, L(G) = a*.

De manera mas simple, podemos presentar una gramatica GIC listando sus pro-
ducciones y separando con el simbolo | las producciones de una misma variable. Se
supone siempre que las letras mayusculas representan variables y las letras minuscu-
las representan simbolos terminales. Asi la gramatica del ejemplo anterior se presenta
simplemente como:

S —aS| A\

La gramatica G = (V, X, S, P) dada por:

vV ={5 A}
% ={a,b}
P={S—aS, S—0bA, S— )\ A—bA A—b A— A}

se puede presentar como
S —aS|bA| A
A—DA|b| A

Se tiene S = . Todas las demds derivaciones en GG comienzan ya sea con la produccion
S — aS o con S — bA. Por lo tanto, tenemos

S=aS=a---aS=a---a.
S=bA=>b---DA=1Db---b.
S=aS=a---aS=a---abA=a---ab---bA=a---ab---b.

Por consiguiente L(G) = a*b*.

Las siguientes gramadticas también generan el lenguaje a*b* y son, por lo tanto,
equivalentes a G:

S — AB S AB| A
A_> AlX A_> A|| A §— a5 4
¢ G A bA| N

B —bB |\ B—bB|b|A
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Ejemplo| La gramatica

S —aS|aA
A—bAb

genera el lenguaje a™b". Otra gramdtica equivalente es:

S — AB
A—aAla
B—bB|b

Ejemplo| La gramatica

S 1410
A—0A[1A ]

genera el lenguaje de los niimeros naturales en numeraciéon binaria. Notese que la tinica
cadena que comienza con (, generable con esta gramatica, es la cadena 0.

Ejemplo Encontrar una GIC que genere el lenguaje 0°10*10* sobre ¥ = {0,1}, es

decir, el lenguaje de todas las cadenas con exactamente dos unos.

Solucidn:
S — A1A1A
A—0A| A
Una gramética equivalente es
S—05]1A
A—0A|1B
B — 0B |\

Ejemplo) Encontrar una GIC que genere el lenguaje L = {a’b’ : i > 0} sobre

Y = {a, b}, el cual no es un lenguaje regular.
Solucidn:
S — aSh | A

Ejemplo Encontrar una GIC que genere el lenguaje de todos los palindromos sobre
Y ={a, b}, el cual no es lenguaje regular.

Solucidn:
S —aSa|bSb|alb]| A
Ejemplo Encontrar una GIC que genere el lengue/mje de todas las cadenas sobre
¥ = {a,b} que tienen un nimero par de simbolos.

Solucién:
S — aSa | bSb|aSb|bSa| A
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Dos gramaticas equivalentes son:

{S—>aaS|bbS|abS|baS|>\

S — AAS | A
A—alb

gnco?trzg una GIC que genere el lenguaje (ab U ba)* sobre
= {a,b}.

Solucién:
S — abS | baS | .

Ejemplo| Demostrar que la gramatica G' dada por:

S— (S| A

genera el lenguaje de todas las cadenas de paréntesis anidados y equilibrados; es decir,

cadenas como (), OO O, (O)CCON.

Solucién: Es facil ver que G genera cadenas de paréntesis anidados y equilibrados
ya que cada aplicacién de la produccion S — (5)S da lugar a un par de paréntesis
equilibrados.

Para establecer la direccion reciproca demostraremos por induccién sobre n la si-
guiente afirmacion: “Toda cadena con 2n paréntesis anidados y equilibrados se puede
generar en G”.

n=1: () se genera con S = (S)S = 0.
n=2 0O segeneracon 5= (9= ($HH=> 0O.
(0) se genera con S = ()5 = ((HHST == (O).

Paso inductivo: una cadena con 2n paréntesis anidados y equilibrados es de la forma
(u) 6 (w)v donde u y v tienen estrictamente menos de 2n paréntesis anidados y
equilibrados. Por hipétesis de induccion S = y S = . Por lo tanto,

S= (S = (w)S = (u).

S= (S = (u)S = (Wv.

[Ejercicios de la seccion 4.1}

1. Encontrar GIC que generen los siguientes lenguajes sobre 3 = {a, b}:

(i) El lenguaje de las cadenas que tienen un nimero par de bes.
(ii) El lenguaje de las cadenas que comienzan con b y terminan con ba.

(iii) a*bUa.
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(iv) a*b U b*a.
(v) (ab* Ub*a)*.
(vi) {a'd* :i > 0}.

(vii) {ab'ab®:i > 1}.

2. Encontrar GIC que generen los siguientes lenguajes sobre el alfabeto
{a,b,c,d}:

(i) {a'¥dd :i,j > 1}
(ii) {a'b'dd :i,5 > 1}.
(iii) {a'Vdd" :i,7 > 1} U{a'b'dd 4,5 > 1}.
3. Encontrar una GIC que genere el lenguaje {a’t/c¢"7 : i > 0, j > 1}, sobre {a, b, c}.

4. Sea > = {0,1}. Encontrar una GIC que genere el lenguaje de las cadenas que
tienen igual nimero de ceros que de unos.

5. Demostrar que la gramética S — SS | (S) | A también genera el lenguaje de
todas las cadenas de paréntesis anidados y equilibrados.

6. Encontrar una graméatica que genere el lenguaje de todas las cadenas de paréntesis
circulares y /o angulares, anidados y equilibrados. Es decir cadenas como ([()]),
(HLOT, LOCLIOOID], ete. Cadenas como ([)] 6 [([)]1] tienen paréntesis

equilibrados pero no anidados y, por lo tanto, no pertenecen a este lenguaje.

4.2. Arbol de una derivacién

Un arbol con raiz es un tipo muy particular de grafo no-dirigido; esta formado por
un conjunto de vértices o nodos conectados entre si por arcos o aristas, con la siguiente
propiedad: existe un nodo especial, llamado la raiz del arbol, tal que hay una tunica
trayectoria entre cualquier nodo y la raiz. De esta manera, la raiz se ramifica en nodos,
llamados descendientes inmediatos, cada uno de los cuales puede tener, a su vez,
descendientes inmediatos, y asi sucesivamente.

La propiedad que caracteriza a un arbol garantiza que un nodo puede tener 0, 1, o
mas descendientes inmediatos pero un unico antecesor inmediato. El tnico nodo que
no tiene antecesores es la raiz. Los nodos que tienen descendientes, excepto la raiz,
se denominan nodos interiores. Los nodos que no tienen descendientes se llaman
hojas del arbol. En la terminologia usualmente utilizada, los descendientes de un nodo
también se denominan hijos y los antecesores padres o ancestros. El nimero de
vértices (y por lo tanto, el niimero de arcos) de un arbol puede ser infinito.
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Ejemplo Algunos arboles con raiz:

AN

, . . s * , ’
El arbol de una derivaciéon S — w, w € ¥*, en una GIC es un arbol con raiz
que se forma de la siguiente manera:

1. La raiz esta etiquetada con el simbolo inicial S.
2. Cada nodo interior esta etiquetado con un no terminal.
3. Cada hoja esta etiquetada con terminal o con .

4. Sien la derivacién se utiliza la produccién A — s185 - - si, donde s; € (V U X)*,
el nodo A tiene k descendientes inmediatos: s, Sa,..., Sk, escritos de izquierda a
derecha.

De esta forma, las hojas del arbol de derivacién de S == w son precisamente los
simbolos de la cadena w, leidos de izquierda a derecha y, posiblemente, algunos \.

La busqueda de un arbol de derivacién para una cadena w € ¥* se denomina analisis
sintactico de w. Los arboles de derivacién también se suelen llamar drboles sintécticos
o arboles de analisis sintactico.
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Ejemplo| Sea G la gramética:

S — AB | AaB
A—aAla
B —bBa|b

El arbol de la derivacion
S = AB = AbBa = abBa = abba

es

b

El anterior es también el arbol de la derivacion
S = AB = aB = abBa = abba.

Esto muestra que dos derivaciones diferentes pueden tener el mismo arbol de derivacién
yva que en el arbol aparecen las producciones utilizadas pero no el orden en que han
sido aplicadas.

Ejemplo| Sea G la gramatica:

S — BAa

A—bBC|a
B—0bB|b|A
C — aB |aa
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El arbol de la derivacion
S = BAa = bAa = bbBCa = bbbCa = bbbaBa = bbbaa

es

[Ejercicios de la seccién 4.2]

1. Sea G siguiente gramatica:

S — aS | AaB
G: A—aAla
B — bBbB | b

Encontrar una derivacién de la cadena aaaabbbb y hallar el arbol de tal derivacion.

2. Sea G la siguiente gramatica:

S — ABC' | BaC'| aB
A—Aala

B — BAB | bab
C—cC|A

Encontrar derivaciones de las cadenas w; = abab, wo = babacc, ws = ababababc y
hallar los arboles de tales derivaciones.
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4.3. Gramaticas ambiguas

La nocién de ambigiiedad se puede presentar en términos de arboles sintacticos o en
términos de ciertas derivaciones “estdndares”: las llamadas derivaciones a izquierda.

4.3.1 Definicién. Una derivacién se llama derivacién a izquierda (o derivacién més
a la izquierda) si en cada paso se aplica una produccién a la variable que estd mas a la
izquierda.

Una derivacién cualquiera se puede transformar siempre en una tnica derivacion
a izquierda aplicando, en cada paso, producciones a la variable que esté mas a la
izquierda.

4.3.2 Definicién. Una GIC G es ambigua si existe una cadena w € ¥* para la cual
hay dos derivaciones a izquierda diferentes. Equivalentemente, una GIC G es ambigua
si existe una cadena w € ¥* con dos arboles de derivacion diferentes.

Ejemplo Considérese el alfabeto ¥ = {O, 1,+,%, () } La siguiente gramatica Gy,

para generar nimeros naturales, sumas y productos, en numeraciéon bina-
ria, es ambigua:

S—=S+S|S«S|(S|0S]|1S|0]1
La cadena 1 + 1 % 0 tiene dos derivaciones a izquierda diferentes:

S=S5S+5=14+85=14+85«5=1+1xS=1+1%0.
S=5+5=54+5«5=>1+5«*S=1+1x5=1+1x%0.

Los arboles de derivacion correspondientes a las anteriores derivaciones son:

En la gramética G, la ambigiiedad se puede eliminar introduciendo paréntesis:

S—(S+8) [ (S| (S)[0S]15]0]1
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Aunque la introduccién de paréntesis elimina la ambigiiedad, las expresiones genera-
das tienen un excesivo numero de paréntesis lo que dificulta el andalisis sintdctico (en
un compilador, por ejemplo). Lo més corriente en estos casos es utilizar gramaticas
ambiguas como G, siempre y cuando se establezca un orden de precedencia para los
operadores. Lo usual es establecer que * tenga una mayor orden de precedencia que
+, es decir, por convencion * actia antes que 4. Por ejemplo, la expresion 1 %1+ 0
se interpreta como (1 * 1) + 0 y la expresién 10 + 11 % 110 + 1 se interpreta como
104 (11 % 110) + 1.

Ejemplo| La siguiente gramatica es ambigua:

Q- S —aSA| A
. A—>bA’)\

GG es ambigua porque para la cadena aab hay dos derivaciones a izquierda diferentes.

S = aSA = aaSAA = aaAA = aaA = aabA = aab.
S = aSA = aaSAA = aaAA = aabAA = aabA = aab.

Los arboles de derivacion para estas dos derivaciones son:

El lenguaje generado por esta gramdtica es a™b* U X. Se puede construir una gramatica
no-ambigua que genere el mismo lenguaje:

S — AB| A
G A—aAla
B—bB| A
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Para ver que la gramdtica G’ no es ambigua se puede razonar de la siguiente manera:
la cadena A se puede generar de manera tnica con la derivacién S = A. Una derivacion
de una cadena no vacia debe comenzar aplicando la produccién S — AB; la variable A
genera cadenas de aes de manera tinica y B genera cadenas de bes también de manera
Unica. Por consiguiente, toda cadena tiene una tnica derivacion a izquierda.

[0 Existen lenguajes independientes del contexto para los cuales toda gramética es
ambigua. Tales lenguajes se llaman inherentemente ambiguos. Un ejemplo
es el lenguaje

L={abdd :i,j >1}Yu{a'¥d" :i,5>1}.

sobre el alfabeto {a,b,c,d}. En el Ejercicio 4.1.2. (iii) se pidi6 mostrar que L
es un LIC. La demostracién de que L es inherentemente ambiguo es bastante
intrincada y puede encontrarse en la referencia [HU].

[J No existe ningun algoritmo que permita determinar si una GIC dada es o
no ambigua. Con la terminologia de la seccién 3.6, esto quiere decir que el
problema de la ambigiiedad para GIC es indecidible. Este no es un resultado
trivial; para su demostracién remitimos al lector a la referencia [HMU].

[Ejercicios de la seccion 4.3]

1. Mostrar que las siguientes gramaticas son ambiguas:

(i) S — aSbS | bSaS | A
(ii) S — abS | abScS | A.
2. Mostrar que las gramaticas G; y G, siguientes son ambiguas. En cada caso,

encontrar el lenguaje generado por la gramatica y construir luego una gramatica
no-ambigua que genere el mismo lenguaje.

(S — AaSbB | A
Gy A—dAla
\B—>bB\)\

(5 — ASB | AB
Gy : A—aAla
\B—>bB])\

3. Encontrar una GIC no-ambigua que genere el lenguaje a*b(a U b)*.
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4.4. Gramaticas para lenguajes de
programacion

La sintaxis de los lenguajes de programacion, o al menos una gran porcion de ésta,
se presenta usualmente por medio de gramaticas GIC. En tales casos se dice que el
lenguaje esta en la forma Backus-Naur o, simplemente, en la forma BNF'. Los len-
guajes que estan en BNF ofrecen ventajas significativas para el diseno de analizadores
sintacticos en compiladores.

Ejemplo A continuacion se exhibe una gramética para generar los nimeros reales

sin signo, similar a la utilizada en muchos lenguajes de programacion. Las
variables aparecen encerradas entre paréntesis ( ) y (real) es la variable inicial de la
gramética. El alfabeto de terminales es {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,.,+,-,E}. En el contexto
de los lenguajes de programacion los terminales se denominan también componentes
léxicos, lexemas o tokens.

—  (digitos){decimal){exp)
digitos) — —  (digitos)(digitos) |0 1|2]3]4|5[6|7|8]9
decimal) —  .(digitos) | A

—

exp) E(digitos) | E+(digitos) | E-{digitos) | A

real)

{
{
{
(ex

Esta gramatica genera expresiones como 47.236, 321.25E+35, 0.8E9 y 0.8E+9. Las
partes decimal y exponencial son “opcionales” debido a las producciones (decimal)
— Ay (ezp) — A, pero no se generan expresiones como .325, E125, 42.5E ni 0.1E+.

Ejemplo Gramatica para generar los identificadores en lenguajes de programa-
cion, es decir, cadenas cuyo primer simbolo es una letra que va seguida de

letras y /o digitos. Las variables aparecen encerradas entre paréntesis ( ) e (identificador)
es la variable inicial de la gramdtica. La variable (lsds) representa “letras o digitos”.
Los terminales en esta gramatica son las letras, minisculas o maytusculas, y los digitos.

(identificador) —  (letra){lsds)

(lsds) —  (letra)(lsds) | {digito)(lsds) | A

(letra) — a|blcf--[x|y[z|A[B[C]---|Y]Z
(digito) — 0]1|2]3]|4|5]6|7]8]9

[Ejercicios de la seccion 4.4]

1. Con la gramatica del primer ejemplo de esta secciéon hacer derivaciones y arboles
de derivacién para las cadenas 235.101E+25 y 0.01E-12.
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Encontrar una GIC, con una sola variable, para generar los identificadores, es
decir, el lenguaje del segundo ejemplo de esta seccion.

Una gramatica similar a la siguiente se usa en muchos lenguajes de programacion
para generar expresiones aritméticas formadas por sumas y productos de ntimeros
en binario:

(expresion)y —  (término) | (expresion)+{término)
(término)  —  (factor) | (término)*(factor)
(factor) —  (ndmero) | ((expresion))
(nimero) — —  1{ndmero) | 0O{numero) | 0|1

El alfabeto de terminales de esta gramatica es {0, 1,+, %, (,) }.

(i) Hacer derivaciones y arboles de derivacién para las siguientes cadenas:

10+101%10
(101+10%10)
(10+111)*(100+10%101+1111)

(ii) Demostrar que esta gramdtica no es ambigua.

4.5. Gramaticas para lenguajes naturales

Para los lenguajes naturales, como el espanol, se pueden presentar GIC que generen
las frases u oraciones permitidas en la comunicacién hablada o escrita. Una GIC para
generar una porcion de las oraciones del idioma espaniol se presenta a continuacién; las
variables aparecen encerradas entre paréntesis ( ) y (Oracion) es la variable inicial de
la gramatica. Los terminales son las palabras propias del idioma.

(Oracion) — (Sugeto)( Verbo)(Compl. Directo) |
Sugeto) ( Verbo) (Compl. Directo)(Compl. Circunst.) |
Sugeto)( Verbo)(Compl. Indirecto){Compl. Circunst.)

(Sugeto)

(Compl. Directo)

(
(
(
(Sustant.) | Juan | Pedro | Maria | - -
(Prepos.)(Articulo)(Sustant.) |
(Prepos.)(Articulo)(Sustant.)( Prepos.)( Articulo) (Sustant.) |
( (Articulo)(Sustant.)( Prepos.)(Sustant.) ( Adjetivo)

( (Articulo)(Sustant.) |

(Prepos.)( Articulo)(Sustant.) (Adjetivo) |
(Prepos.)(Sustant.)( Prepos.)(Sustant.)
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(Compl. Clircunst.y — (Prepos.){ Articulo) (Sustant.) |
(Prepos.)(Articulo)(Sustant.) (Adjetivo) | (Adverbio) |
(Prepos.)(Articulo)(Sustant.)( Prepos.)( Articulo) (Sustant.)

(Sustant.) — casa | perro | libro | lapiz | mesa | A | ---
(Adjetivo) — rojo | azul | inteligente | malvado | atil | A | ---
(Prepos.) —a | ante | bajo | con | contra | de | desde | en | entre | hacia |

hasta | para | por | segtin | sin | so | sobre | tras | A | ---
(Articulo) —el|la]lo|las|los | un | uno | una | unas | unos| A
(Adverbio) — muy | bastante | poco | demasiado | lento | lentamente |
rapido | rdpidamente | A | - --
( Verbo) — escribir | escribo | escribe | escribes | escriben | escribi |

escribiste | escribieron | - - -

Los lenguajes naturales son casi siempre ambiguos porque existen muchas reglas de
produccion, lo que da lugar a multiples arboles de derivacion para ciertas oraciones.

La oraciéon

Juan mira a una persona con un telescopio

es ambigua. La ambigiiedad surge porque las producciones permiten dos arboles de

derivacion:
(Oracion)
®
(Sujeto) (Verbo) (Compl.Indirecto) (Compl. Circunst.)
Juan mira (Prepos.)( ) (Sustant.) (Prepos.) (Art.)(Sustant.)

lll lll

a una pPersona con un telescopio
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Omcwn
(Sugeto) ( Verbo) (Compl. Directo)
Juan mira (Prepos.) (Art.) (Sustant.) (Prepos.) (Art.) (Sustant.)
a una  persona con un telescopio

[Ejercicios de la seccion 4.5]

Usando la gramatica exhibida en la presente seccion, mostrar que las siguientes oracio-
nes del idioma espanol son ambiguas. En cada caso hacer los arboles de derivacién.

1. Maria escucha la conversacién tras la puerta.
2. Pedro ve la televisién en la mesa.
3. Manuel observa a la chica con vestido rojo.

4. Ana sofié con un gato en pijama.

4.6. Gramaticas regulares

4.6.1 Definicion. Una GIC se llama regular si sus producciones son de la forma

A—aB, a€ed, BeV.
A— )\

Los siguientes teoremas establecen la conexién entre los lenguajes regulares y las
gramaticas regulares.

4.6.2 Teorema. Dado un AFD M = (Q,%,q,, F,0), existe una GIC regular G =
(V,%, S, P) tal que L(M) = L(G).
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Demostracion: Sea V =@ y S = q,. Las producciones de G estan dadas por

q— ap siysélosid(q,a)=np.
q— A siysélosiqeF.

Demostraremos primero que para toda w € ¥*, w # X\ y para todo p,q € () se tiene

(1) Si 0(q,w) =p entonces q == wp.

La demostracién de (1) se hace por induccién sobre w. Siw = a 'y §(q, a) = p, entonces
g — ap es una produccion de G y obviamente se concluye ¢ = ap. Para el paso
inductivo, sea §(g, wa) = p'. Entonces

P = 0d(q, wa) = 0(8(q,w),a) = d(p, a)

donde §(q,w) = p. Por hipétesis de induccién ¢ == wp y como &(p, a) = p/, entonces
p = ap’. Por lo tanto,
¢ = wp = wap'

que era lo que se queria demostrar.

A continuacién demostraremos el reciproco de (1): para toda w € ¥*, w # X\ y para
todo p, q € ) se tiene
(2) Si g == wp entonces d(q,w)=p.
La demostracién de (2) se hace por induccién sobre la longitud de la derivacién ¢ ==
wp, es decir, por el nimero de pasos o derivaciones directas que hay en ¢ = wp. Si
la derivacién tiene longitud 1, necesariamente ¢ = ap lo cual significa que (g, a) = p.
Para el paso inductivo, supéngase que ¢ == wp tiene longitud n + 1, w = w'a y en el
ultimo paso se aplica la produccién p’ — ap. Entonces

g = w'p = wap = wp.
Por hipétesis de induccién, d(q, w') = p’ y por consiguiente

(g, w) = d(q,w'a) = 0(8(q,w'),a) = 4(p',a) = p,

que era lo que se queria demostrar.

Como consecuencia de (1) y (2) se puede ahora demostrar que

(3) Para toda cadena w € %, 6(qy,w) € F siysélosi S =¢ w,

lo cual afirma que L(M) = L(G). En efecto, si w = \, 0(gy,w) € F siy sélo si g, € F.
Por lo tanto, g, — A es una produccién de G. Asi que S = \. Reciprocamente, si
S == \, necesariamente S = \, ¢, € F' vy 6(¢o, \) € F.
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Sea ahora w # A. Si §(ge,w) = p € F, por (1) se tiene ¢, => w, o sea, S = w.
Reciprocamente, si S == ¢ w, entonces ¢, =¢ wp = w donde p — . Utilizando (2),
se tiene 6(q,, w) =p € F. O

Ejemplo El siguiente AFD M, presentado en el ultimo ejemplo de la seccién 2.3,

acepta las cadenas que terminan en b:

o

b
()

a

M induce la gramética regular

G - QOHQQO“)%
Q1_>bQ1|a(Jo|)\

que cumple L(M) = L(G). Las variables de G son ¢, y ¢, siendo ¢, la variable inicial.

Ejemplo Para el lenguaje regular 0*10*10*, sobre X = {0, 1} (el lenguaje de todas las

cadenas con exactamente dos unos), vimos en la seccién 4.1 una gramatica
que lo genera:

S — A1A1A
A—0A| N

Esta gramatica no es regular, pero por medio del AFD
0 ) 0 1 0
Samo

y el Teorema 4.6.2 se puede obtener una GIC regular que genere 0*10*10*:

S—05]|1A
A—0A|1B
B —0B|A

4.6.3 Teorema. Dada una GIC regular G = (V, %, S, P), existe un AFN M = (Q, X%,
4o, F, A) tal que L(M) = L(G).
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Demostracion: Se construye M = (Q, %, ¢y, F, A) haciendo Q@ =V, g, =Sy

B € A(A,a) para cada producciéon A — aB.
AeF siA— A\

Usando razonamientos similares a los del Teorema 4.6.2, se puede demostrar que
A= wB siysélosi B¢& A(A w), para todo w € ¥*, w # A,
de donde L(M) = L(G). Los detalles se dejan como ejercicio. O
4.6.4 Corolario.
1. Un lenguaje es reqular si y solamente si es generado por una gramdtica reqular.
2. Todo lenguaje regular es un LIC (pero no viceversa).
Demostracion:
1. Se sigue del Teorema 4.6.2, el Teorema 4.6.3 y del Teorema de Kleene.
2. Se sigue de la parte 1. Por otro lado, {a’d’ : i > 0} es LIC pero no es regular. [

4.6.5 Definicion. Una GIC se llama regular por la derecha si sus producciones
son de la forma

A—wB, weX* BeV,
A— A

4.6.6 Teorema. Las gramdticas requlares y las gramdaticas requlares por la derecha
generan los mismos lenguages, es decir, los lenguajes requlares. Dicho de otra manera,
la definicion de gramdtica reqular es equivalente a la definicion de gramdtica regqular
por la derecha.

Demostracion: Una gramatica regular es obviamente regular por la derecha. Recipro-
camente, en una gramatica regular por la derecha G = (V, %, S, P), una produccién de
la forma

A— ajas---a,B

donde los a; € ¥, n > 2, B € V, se puede simular con producciones de la forma
A — aB y A — A En efecto, se introducen n — 1 variables nuevas Ay, ..., A,_1 cuyas
unicas producciones son:

A — a1A1

Ay —  apAy

An—l — anB
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De esta manera se puede construir una gramatica regular equivalente a G. [

[Ejercicios de la seccion 4.6]

1. Encontrar GIC regulares que generen los siguientes lenguajes:
()
(ii) (abU ba)*.

(iii) a*oUbTa*b.

(iv) 0*(10* U O1*).

2. Una GIC se llama regular por la izquierda si sus producciones son de la forma:

b*

=)

A— Bw, weX* BeV
A— A

Demostrar que las gramaticas regulares y las graméticas regulares por la izquierda
generan los mismos lenguajes.

3. Completar los detalles de la demostracion del Teorema 4.6.3.

4.7. Eliminacion de las variables inutiles

En una GIC puede haber dos tipos de variables inttiles: aquéllas que nunca aparecen
en el curso de una derivacién y aquéllas que no se pueden convertir en cadenas de
terminales. A continuacién se precisan estos conceptos.

4.7.1. Definiciones.

(i) Una variable A es alcanzable o accesible si existen u,v € (V U X)* tales que
S == uAv. La variable inicial S es alcanzable por definicién.

(ii) Una variable A es terminable si existe w € ¥* tal que A == w. En particular,
si A — X es una produccién entonces A es terminable.

(iii) A es una variable inttil si no es alcanzable o no es terminable.

Existen algoritmos para detectar todas las variables inttiles de una GIC que permiten
construir una gramatica G’ equivalente a una gramatica G dada, de tal manera que G’
no tenga variables inttiles.



Capitulo 2 Lenguajes LIC y gramaticas GIC 21

4.7.2. Algoritmo para encontrar las variables terminables.
El siguiente algoritmo sirve para encontrar todas las variables terminables de una GIC.
TERM,; = {A € V : Existe una produccion de la forma A — w,w € Z*}.
TERM,; := TERM; U {A € V : 3 produccion A — w, w € (LU TERMZ-)*}.
Obtenemos una sucesién creciente de conjuntos de variables:
TERM, C TERM,; C TERM; C ---

Como el conjunto de variables es finito, existe k tal que

TERM; = TERM;,; = TERM; 5, =---

El conjunto TERM de variables terminables es entonces

TERM := U TERM,;

i>1

El anterior algoritmo se puede presentar de la siguiente forma:

INICIALIZAR:

TERM = {A € V : 4 producciéon A — w,w € E*}
REPETIR:

TERM := TERM U {A € V : 3 produccién A — w,w € (¥ U TERM)*}
HASTA:

No se anaden nuevas variables a TERM

Ejemplo| Encontrar las variables terminables de la siguiente gramatica.

(S — ACD | bBd | ab
A—aB|adA|C

B —aDS | aB

C —aCS|CB|CC
D — bD | ba

| £ — AB | aDb

Solucién:
TERM; = {S, D}.
TERM, = {S,D}U{B,E} ={S,D, B, E}.
TERM; = {S,D,B,E} U{A} ={S,D, B, E, A}.
TERM, = {S,D,B,E,A}U{ } ={S,D,B,E, A}.
TERM = {S, A, B, D, E}.

Conjunto de variables no terminables: {C'}.
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4.7.3. Algoritmo para encontrar las variables alcanzables.

El siguiente algoritmo sirve para encontrar todas las variables alcanzables de una GIC.
ALC; = {S}.
ALC,;; := ALC,;U{A € V : 3 produc. B — uAv,B € ALC; u,v € (VUZX)*}.
Obtenemos una sucesiéon creciente de conjuntos de variables:
ALC, C ALC, C ALC; C ---
Como el conjunto de variables es finito, existe k tal que
ALC, = ALCy,y = ALCy 5 =

El conjunto ALC de variables alcanzables es entonces

ALC = U ALC,

i>1

El anterior algoritmo se puede presentar de la siguiente forma:

INICIALIZAR:

ALC :={S}
REPETIR:

ALC .= ALC U {A €V :dproduc. B — udAv, B ALC y u,v € (VUE)*}
HASTA.:

No se anaden nuevas variables a ALC

Ejemplo| Encontrar las variables alcanzables de la siguiente gramatica.

(S — aS | AaB | ACS
A—aS | AaB | AC
B —bB|DB|BB
G: C — aDa | ABD | ab
D —aD | DD | ab
E — FF |aa

| ['— aE | EF

Solucién:
ALC, = {S}.
ALC, ={S}U{A,B,C} ={S,A,B,C}.
ALC; ={S,A,B,C}U{D} ={S,A,B,C,D}.
ALC,={S, A, B,C,D}u{}={S,A,B,C, D}
ALC ={S,A,B,C,D}.
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Conjunto de variables no alcanzables: {E, F'}.

Dada una GIC G, los dos algoritmos anteriores (algoritmo 4.7.2 y algoritmo algo-
ritmo 4.7.3) se pueden llevar a cabo en dos d6rdenes diferentes:

1) G Algoritmo  Eliminar variables Algoritmo  Eliminar variables
AR -
no-terminables no-alcanzables

Algoritmo  Eliminar variables Algoritmo  Eliminar variables
(I G ——— Gy ——— ; Gy
no-alcanzables no-terminables

Esto da lugar a las siguientes preguntas:
(1) (Es Gy = G47
(2) (G5 tiene variables inutiles?
(3) ;G4 tiene variables inutiles?

El siguiente ejemplo muestra que la respuesta a la pregunta (1) es no y que al realizar
los algoritmos en el orden (II) pueden permanecer en G4 algunas variables intutiles.

Ejemplo| Considérese la siguiente gramatica G.

o S—al|AB
' A—aA| A

Aplicacion de los algoritmos en el orden (I):

Variables terminables de G: TERM= {5, A}.

G - S —a
A—aA| A

Variables alcanzables de G;: ALC= {S}.
Gy : {S —a

Se tiene que L(G2) = {a}.
Aplicacion de los algoritmos en el orden (I1):
Variables alcanzables de G: ALC={S, A, B}.

S —a|AB
Gg:
A—aA| A

Variables terminables de G3: TERM={S, A}.



24 Teorfa de la Computacion 2003-11 Profesor: Rodrigo De Castro

G S —a
A—aA| A

Se observa que en G4, A no es alcanzable. Ademas, Gy # Gy.

No obstante, si los algoritmos se llevan a cabo en el orden (I) la graméatica G5 ya
no tiene variables inttiles. Nos podemos convencer de eso observando que las variables
alcanzables obtenidas al finalizar el procedimiento siguen siendo terminables. Mas pre-
cisamente, si una variable A permanece al finalizar el procedimiento completo, sera es
alcanzable, y si la derivacion A = w, con w € £*, se podia hacer antes de eliminar las
variables no alcanzables, también se podra realizar en la gramatica final ya que todas
las variables que aparezcan en esa derivacién seran alcanzables.

Ejemplo| Eliminar las variables inttiles de la siguiente gramatica G.

(S — SBS | BC | Bb
A— AA|dA
B — aBCa | b
G: C — aC | ACC | abb
D — aAB | ab
E — aS | bAA
| [ — aDb | aF

Solucién: Ejecutamos los algoritmos en el orden (I):
TERM, = {B,C, D}.
TERM, = {B,C,D} U{S, F}.
TERM; = {B,C,D,S,F}U{E} ={B,C,D,S,F,E}.
TERM, ={B,C,D,S, F,E} U{ }.
La tnica variable no-terminable de G es A. Por lo tanto, G es equivalente a la siguiente
gramatica G1:
(S — SBS | BC'| Bb
B — aBCa|b
C — aC' | abb
D — ab
E —aS
| ' — aDb | aF

Variables alcanzables de Gy:
ALC, = {S}.
ALC, = {S}U{B,C}.
ALC3; ={S,B,C}U{ }.
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Las variables D, F, F' son no alcanzables. Por lo tanto, G' es equivalente a la siguiente
gramatica GGy, que no tiene variables inttiles.

S — SBS| BC'| Bb
Gy : B —aBCalb
C' — aC'| abb

[Ejercicios de la seccion 4.7}

1. Eliminar las variables initiles de la siguiente gramatica:

(S — SS|SBB|CCE
A—aF | bE

B —bB | Db

C —aC | bB

D —aDb|ab| A

| E — aA | bB

2. Eliminar las variables intutiles de la siguiente gramatica:

(S — EA| SaBb | aEb
A — DaD | bD
B—bB|Ab| X

G: C —aC | bBC

D — aEb | ab

E —aA|bB| A

| "= Fb| Fa|a

4.8. Eliminacién de las producciones \

4.8.1. Definiciones.

(i) Una produccion de la forma A — A se llama produccion .

(ii) Una variable A se llama anulable si A == \.
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4.8.2. Algoritmo para encontrar las variables anulables.
ANUL,; := {A €V :A— Xes una produccién}.
ANUL,;,, := ANUL; U {A € V : 3 produccién A — w,w € (ANULi)*}.
Obtenemos una sucesiéon creciente de conjuntos de variables:
ANUL,; € ANUL, C ANUL; C---
Como el conjunto de variables es finito, existe k € N tal que
ANUL; = ANUL,,; = ANULg, 5, = ---

El conjunto ANUL de variables anulables es entonces

ANUL = U ANUL,

i>1

El anterior algoritmo se puede presentar de la siguiente forma:

INICIALIZAR:

ANUL :={A €V :A— X es una produccién}
REPETIR:

ANUL := ANULU {4 €V : 3 prod. A — w, w € (ANUL)*}
HASTA.:

No se anaden nuevas variables a ANUL

4.8.3 Teorema. Dada una GIC G, se puede construir una GIC G' equivalente a G
sin producciones X\, excepto (posiblemente) S — \.

Demostracion: Una vez que haya sido determinado el conjunto ANUL de variables
anulables, por medio del algoritmo 4.8.2, las producciones de A se pueden eliminar
(excepto S — A) anadiendo nuevas producciones que simulen el efecto de las produc-
ciones A eliminadas. Mas concretamente, por cada produccién A — u de G se anaden
las producciones de la forma A — v obtenidas suprimiendo de la cadena u una, dos
o mas variables anulables presentes, de todas las formas posibles. La gramatica G’
asi obtenida es equivalente a la gramatica original G. O

Ejemplo| Eliminar las producciones A de la siguiente gramatica G.

(S — AB| ACA | ab
A —aAa| B|CD
G: B — bB | bA
C—cC|A

| D —aDc|CC | ABb
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Solucién: Primero encontramos las variables anulables de G' por medio del algoritmo
4.8.2:

ANUL, = {C}.

ANUL, = {C}u{D} ={C, D}.

ANUL; = {C,D}uU{A} ={C, D, A}.

ANUL, ={C,D, A} u{S}={C,D,A,S}.

ANUL; ={C,D,A,S}u{}={C,D,A,S}.
Al eliminar de G la producciones A (la tinica es C' — \) se obtiene la siguiente gramética
equivalente a G-

(S — AB| ACA|ab| B|CA|AA|AC | A|C | A
A—aAa|B|CD|aa|C|D

G': < B—bB|bA|b

C—cClec

| D —aDc|CC | ABb|ac|C | Bb

[Ejercicios de la seccion 4.8J

1. Eliminar las producciones A de la siguiente gramatica:

(S — BCB
A—aAlab

G: B — bBa | A| DC
C—aCb| Db

| D —aB| A

2. Eliminar las producciones A de la siguiente gramética:

(S — EA| SaBb| aEb
A — DaD | bD | BEB
G: {B—0bB|Ab|A

D — aEb | ab

(£ —aA|bB| A
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4.9. Eliminacién de las producciones unitarias

4.9.1. Definiciones.

(i) Una produccién de la forma A — B donde A y B son variables, se llama pro-
duccion unitaria.

(ii) El conjunto unitario de una variable A (también llamado conjunto cadena
de A) se define de la siguiente manera:

UNIT(A) := {X € V : 3 una derivacién A == X

que usa Unicamente producciones unitarias}.
Por definicién, A € UNIT(A).
4.9.2. Algoritmo para encontrar las producciones unitarias.

El siguiente algoritmo sirve para encontrar el conjunto unitario UNIT(A) de una
variable A.

UNIT,(A) := {A}.
UNIT, ;1 (A) :== UNIT,;(A) U{X € V : 3 produccién ¥ — X, Y € UNIT;(A)}.
Para el conjunto de producciones unitarias se tiene que:

UNIT,;(A) C UNIT,(A) C UNIT3(A) C ---

Puesto que el conjunto de variables es finito, la anterior es una sucesion finita y se tiene

UNIT(A) = | JUNIT,(4)

i>1

El anterior algoritmo se puede representar de la siguiente forma:

INICIALIZAR:

UNIT(A):={A}
REPETIR:

UNIT(A):= UNIT(4) U {X € V : 3 una produc. Y — X con Y € UNIT(A)}
HASTA:

No se anaden nuevas variables UNIT(A)

4.9.3 Teorema. Dada una GIC G, se puede construir una GIC G' equivalente a G
sin producciones unitarias.
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Demostracion: Las producciones unitarias de G se pueden eliminar anadiendo para
cada variable A de G las producciones (no unitarias) de las variables contenidas en el
conjunto unitario UNIT(A). La gramética G’ asi obtenida es equivalente a la gramatica
original G. O]

Ejemplo| Eliminar las producciones unitarias de la siguiente gramética.

S — AS|AA| BA |\
A—aAla

B —=bB|bC|C

C —aA|bA| B |ab

Solucién: Aplicando el algoritmo para cada una de las variables de G, se tiene que:

UNIT,(S) = {S}.
UNIT,(5) = {S}u{ } ={S}.
UNIT, (A) = {A}.

UNIT,(A) = {A} U{ } = {4}.
UNIT, (B) = {B}.

UNIT,(B) = {B}U{C} = {B,C}.
UNIT;(B) = {B,C}U{B} = {B,C}.
UNIT, (C) = {C}.
UNIT,(C) = {C} U{B} = {C, B}.
UNIT;(C) = {C, B} U{C} = {C, B}.

Eliminando las producciones unitarias se obtiene una gramatica G’ equivalente:

S — AS | AA| BA| A
A—daAla

B —bB|bC |aA|bA | ab
C —aA|bA|ab|bB|bC

Ejemplo| Eliminar las producciones unitarias de la siguiente gramatica.

(S — ACA|CA|AA|A|C | A
A—aAalaa| B|C

G: {B—cC|D|C

C — bC

(D —ad |\
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Solucién: Realizando el algoritmo para cada una de las variables de GG se obtiene:

UNIT(S) = {S, A, C, B, D}.

UNIT(A) = {A, B,C,D}.
UNIT(B) = {B,C, D}.
UNIT(C) = {C}.
UNIT(D) = {D}.

Eliminando las producciones unitarias se obtiene una gramatica G’ equivalente:

(S — ACA| CA| AA| X | ada|aa | bC | cC | aA
A—aAalaal|cC|bC|aA| N

G B —cC|bC | aA |\

C — bC

(D —aA |\

[Ejercicios de la seccion 4.9]

1. Eliminar las producciones unitarias de la siguiente gramatica:

S— Bal|A|A\
G: A— Aa|a
B—0bB|S

2. Eliminar las producciones unitarias de la siguiente gramaética:

(S — BBa | A|B|ab| A
A= Aa|B|D|aC
G: {B—bB|aAlb

C — ABb| A|aB

(D —cClc

3.  Eliminar las producciones unitarias de la siguiente gramatica:

(S — ACA |ab| B|CA|A|C| A
A—aAa| B|CD|aa|D

G: {B—bB|bAlb

C—cClec

| D — ABb|ac|C | Bb
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4.10. Forma Normal de Chomsky (FNC)
Una GIC G estd en Forma Normal de Chomsky (FNC) si satisface:
1. G no tiene variables inttiles.
2. G no tiene producciones A (excepto posiblemente S — \).

3. Todas las producciones son de la forma: A — a (producciones simples) 6 A — BC
(producciones binarias).

En particular, una gramética en FNC no tiene producciones unitarias.

4.10.1 Teorema (Procedimiento de conversién a FINC). Toda GIC G es equi-
valente a una gramdtica en Forma Normal de Chomsky.

Demostracion: Podemos transformar GG en una gramatica en FNC, equivalente a G,
ejecutando los algoritmos de las secciones anteriores en el siguiente orden:

1. Eliminar las variables no terminales.

2. Eliminar las variables no alcanzables.

3. Eliminar las producciones A\ (excepto, posiblemente, S — A).
4. Eliminar las producciones unitarias.

5. Las producciones resultantes (diferentes de S — A) son de la forma: A — a
6 A — w, donde |w| > 2. Estas tltimas se pueden simular con producciones de
la forma A — BC o A — a. Se introduce primero, para cada a € Y, una variable
nueva 7, cuya tnica produccion es T, — a. A continuacién, se introducen nuevas
variables, con producciones binarias, para simular las producciones deseadas. [

La parte 5 del procedimiento anterior se ilustra en los dos siguientes ejemplos.

Ejemplo| Simular la producciéon A — abBaC' con producciones simples y binarias.

Solucién: Introducimos las variables T, y Ty, vy las producciones T, — a y T, — b.
Entonces A — abBaC' se simula con:

A—-T,T,BT,C
T, —a
Tb—>b
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Ahora introducimos nuevas variables 17, Ts, T3 y las producciones binarias necesarias.
Las tinicas producciones de estas nuevas variables son las mostradas:

(A — T,T)
Ty — TyT5
T, — BTj3
T3 — T1T,C
T, — a
Ty — b

Ejemplo| Simular la produccion A — BAaCbb con producciones simples y binarias.

Solucién: Introducimos las variables T, y T;,, y las producciones T, — a y T, — b.
Entonces A — BAaCbb se simula con:

A— BATQOTbTb
T, — a
Tb — b

Ahora introducimos nuevas variables T, Ts, T3, T vy las producciones binarias necesa-
rias. Las unicas producciones de estas nuevas variables son las mostradas:

(A — BT,
T, — ATy
T, — T,T;
T3 — CT,
T, — T,T,
T, — a
T, — b

\

En los siguientes ejemplos se ilustra el procedimiento completo para convertir una
gramatica dada a la Forma Normal de Chomsky (FNC).

Ejemplo| Encontrar una GIC en FNC equivalente a la siguiente a la gramética:

S — AB |aBC | SBS
A—dA|C
B — bbB | b
C—cC|A
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Solucién: El conjunto de variables terminables es
TERM = {B,C, S, A},
y el conjunto de variables alcanzables es
ALC ={S,A,B,C}.
Es decir, la gramatica no tiene variables inttiles. El conjunto de variables anulables es
ANUL = {C, A}.

Al eliminar las producciones A de G (la tunica es C' — \) se obtiene la gramética
equivalente Gi:

S — AB |aBC | SBS | B |aB

A—aA|C|a

B — bbB | b

C—cClc

A continuacién encontramos los conjuntos unitarios de todas las variables:

UNIT(S) = {S, B}.
UNIT(A) = {4,C}.
UNIT(B) = {B}.
UNIT(C) = {C}.

Gli

Al eliminar las producciones unitarias obtenemos la gramatica equivalente Gs:

S — AB|aBC | SBS | aB | 0bB | b
A—aAla|cC|c

B — bbB | b

C—cClec

GQZ

Luego introducimos las variables nuevas T, T, y T., y las producciones T, — a, T, — b
y T, — ¢ con el propdsito de que todas las producciones sean unitarias o de la forma
A — w, donde |w| > 2.

(S — AB|T,BC | SBS | T,B | T,TyB | b
A—-T,A|la|T.C|c

B — T,T,B | b

Gs - C—-T.C|c

T, — a

T, — b

\Tc—>c




34 Teoria de la Computaciéon 2003-I1 Profesor: Rodrigo De Castro

Finalmente, se introducen nuevas variables, con producciones binarias, para simular
las producciones de la forma A — w, donde |w| > 2:

S — AB | T, Ty | STy | T.B | TyT5 | b
A—-TA|TcClalc
B—TT5|b

C—-T.C|c

T, — BC

T, — BS

Ty — T,B

T, — a

T, — b

T. —c
\

Encontrar una GIC en FNC equivalente a la siguiente a la gramética:

(

S —aS|aA|D

A — aAa | aAD | X

G B — aB | BC

C —aBb|CC | A

(D —aB[bAlaal| A

Solucién: TERM = {A,C, D, S}. Eliminando la variable no-terminable B obtenemos:

G4Z

S—aS|aA|D
A — aAa|aAD |\
C—-CC|A

D —bA|aal A

G12

El conjunto de las variables alcanzables de G; es ALC = {S, A, D}. Eliminando la
variable no-alcanzable C' obtenemos:
S —aS|aA|D
G : A —aAa|aAD | A
D —bAlaal| A
El conjunto de variables anulables de Gy es ANUL = {A, D, S}. Eliminando las pro-
ducciones A obtenemos:
S—aS|aA|D|alA
Gs: A — aAa|aAD |aa|aA|aD |a
D —bA|aa|AlD
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A continuacién encontramos los conjuntos unitarios de todas las variables:

UNIT(S) = {S, D, A}.
UNIT(4) = {A}.
UNIT(D) = {D, A}.

Al eliminar las producciones unitarias obtenemos la gramatica equivalente Gy:

S—aS|aA|a| | aAa|aAD |aa|aD |bA|b
Gy : A —aAa|aAD |aa|aA|aD |a
D —bA|aa|b|aAa|aAD |aa|aA|aD |a

Finalmente, simulamos las producciones de G4 con producciones unitarias y binarias:

(S — T8 | T,A| TT | T,T> | T,T, | T.D | TrA | a]b| A
A—=TN | T.T | T.7, | T,A|T.D | a

D — TA|T,T, | b| T,y | T.T> | T.T, | TLA | ToD | a
Gs : T, — AT,

Ty — AD

T, — a

\Tb—>b

En algunas aplicaciones de la FNC es necesario exigir que la variable inicial S no
aparezca en el cuerpo de ninguna produccion. Si S aparece en el lado derecho de
alguna produccion se dice que S es recursiva ya que esto da lugar a derivaciones de
la forma S == uSv, con u,v € (V UX)*. El siguiente teorema es un resultado muy
sencillo; establece que cualquier GIC se puede transformar en una GIC equivalente en
la cual la variable inicial no es recursiva.

4.10.2 Teorema. Dada una GIC G = (V, %, S, P) se puede construir una GIC G' =
(V') 5,5, P') equivalente a G de tal manera que el simbolo inicial S de G' no aparezca
en lado derecho de las producciones de G'.

Demostracion: La nueva gramatica G tiene una variable més que G, la variable S,

que actia como la nueva variable inicial. Es decir, V' = V U {S’}. El conjunto de
producciones P’ estd dado por P’ = P U{S" — S}. Es claro que L(G) = L(G") y el
simbolo inicial S’ no aparece en el cuerpo de las producciones. O

Segun este resultado, el papel de la variable inicial de la nueva graméatica G’ es
Unicamente iniciar las derivaciones.



36 Teoria de la Computaciéon 2003-I1 Profesor: Rodrigo De Castro

Ejemplo Encontrar una GIC G’ equivalente a la siguiente gramatica GG de tal manera

que la variable inicial de G’ no sea recursiva.

S — ASB | BB
GZ A—>aA|a
B—>bBS‘)\

Solucién: Segun se indicé en la demostracion del Teorema 4.10.2, la gramética pedida

G’ es

S’ — S

. )S—ASB|BB
A—aAla
B — bBS | A

Notese que S sigue siendo recursiva pero ya no es la variable inicial de la gramaética.
Ejemplo Encoptrar una GIC en FNC equi.valen'te'e'x la gramatica G del ejemplo
anterior, de tal manera que su variable inicial no sea recursiva.

Solucién: Comenzamos transformando G en G’, como se hizo en el ejemplo anterior.
En G’ todas las variable son ttiles y ANUL = {B, S, S’}. Eliminando las producciones
A obtenemos:

S"—= S| A

S — ASB|BB|AB|AS | A
A—aAla

B — bBS|bS [bB | b

G1Z

Los conjuntos unitarios son:
UNIT(S") = {5,S}, UNIT(S) = {S, A}, UNIT(A) = {4}, UNIT(B) = {B}.

Eliminando las producciones unitarias se obtiene la gramética:

S~ ASB|BB| AB| AS |aA|a| A
S ASB | BB | AB| AS | aA|a
A—aAla

B — bBS | bS | bB | b

GQI

Simulando las producciones de GGy con producciones unitarias y binarias se obtiene:
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(S" — AT, | BB | AB | AS | T,A|a| )
S— AT\ | BB|AB| AS |T,A | a
A—-T,A|a
B—-TT,|T,S|T,B|b

Gs :
T, — a
T, — b
T, — SB
T, — BS

\

[Ejercicios de la seccién 4.10]

1. Encontrar una gramatica en FNC equivalente a la siguiente GIC:

S — ABC' | BaC'| aB
A— Aa|a

B — BAB | bab
C—cC|ec

2. Encontrar una graméatica en FNC equivalente a la siguiente GIC:

S — aASb | BAb

a. A—Aalal| A
' B — BAB | bAb
C—cCS|A

3. Para la gramética del ejercicio 2 anterior encontrar una GIC equivalente en FNC,
de tal manera que su variable inicial no sea recursiva.

4.11. Forma Normal de Greibach (FNG)

Una GIC esta en Forma Normal de Greibach (FNG) si
1. La variable inicial no es recursiva.
2. (@ no tiene variables inutiles.

3. G no tiene producciones A\ (excepto posiblemente S — \).
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4. Todas las producciones son de la forma: A — a (producciones simples) 6 A —
aB1Bs ... By, donde las B; son variables.

Las derivaciones en una gramatica que esté en FNG tienen dos caracteristicas notables:
en cada paso aparece un unico terminal y, en segundo lugar, la derivacién de una cadena
de longitud n (n > 1) tiene exactamente n pasos.

Existe un procedimiento algoritmico para transformar una GIC dada en una gra-
matica equivalente en FNG. Para presentar el procedimiento necesitamos algunos re-
sultados preliminares.

4.11.1 Definiciéon. Una variable se llama recursiva a la izquierda si tiene una
produccion de la forma:

A— Aw, we (VU3

La recursividad a izquierda se puede eliminar, como se muestra en el siguiente teorema.

4.11.2 Teorema (Eliminacién de la recursividad a la izquierda). Las produc-
ciones de una variable A cualquiera se pueden diwvidir en dos clases:

A— Aoy | Aag | -+ | Aoy,

A= BBl | Bm
donde o, 3; € (V. UX)* y el primer simbolo de [3; es diferente de A. Sin alterar el

lenguaje generado, las anteriores producciones se pueden simular, reemplazdindolas por
las siguientes:

Z—aog|ag| - |ag|oaaZ|wZ| | a2

{Aeﬁl|52|---|ﬁm|ﬁlz|ﬂ22|---|ﬁmz

donde Z es una variable completamente nueva.

Demostracion:  Se puede observar que, tanto con las producciones originales como
las nuevas, A genera el lenguaje

{617527-”76711}'{a17a2="‘7an}* U

4.11.3 Lema. En una GIC cualquiera, una produccion A — uBv se puede reemplazar
(simular) por
A — uwv | uwyu | -+ | uwyw

siendo B — wy | we | -+ | w, todas las producciones de B.
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Demostracion: Inmediato. O

4.11.4 Teorema (Procedimiento de conversiéon a FNG). Toda GIC G es equi-
valente a una gramdtica en Forma Normal de Greibach.

Demostracion: Suponemos que la gramatica dada esta en FNC. Esto simplifica el pro-
cedimiento, aunque éste es vélido (con modificaciones menores) para una graméatica
arbitraria si se eliminan primero las variables inttiles, las producciones \ y las produc-
ciones unitarias. La conversién a FNG se realiza ejecutando los siguientes pasos:

1.  Enumerar las variables en un orden arbitrario pero fijo durante el procedimiento.
S debe ser la variable con orden 1.

2. Para cada variable A de la gramatica original, siguiendo el orden elegido, modi-
ficar sus producciones de tal manera que el primer simbolo del cuerpo de cada
produccién (primer simbolo a la derecha de la flecha) sea un terminal o una varia-
ble con orden mayor que el de A. Para lograrlo se usa el teorema de eliminacion
de la recursividad a la izquierda, Teorema 4.11.2, y el Lema 4.11.3, todas las
veces que sea necesario.

3. Utilizar el Lema 4.11.3 para modificar las producciones de las variables origina-
les de tal manera que el primer simbolo del cuerpo de cada produccién sea un
terminal. Esto se hace siguiendo el orden inverso de enumeracion de las variables:
ultima, penultima, etc.

4. Utilizar de nuevo el Lema 4.11.3, para modificar las producciones de las variables
nuevas de tal manera que el primer simbolo del cuerpo de cada produccién sea
un terminal. O]

Ejemplo Encontrar una gramaéatica en FNG equivalente a la siguiente gramatica
(que estd en FNC):

S— AAla
A— AA|D

Paso 1: Aqui solamente hay un orden posible para variables: S, A.

Paso 2: En este paso s6lo hay que eliminar la recursividad a izquierda de la variable
A. Al hacerlo se obtiene la gramatica:

S— AAla
A—b|bZ
Z—A|AZ
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Paso 3:
S—>bA‘bZA|(I
A—>b‘bZ
Z—>A’AZ
Paso 4:

S —bA|bZA|a
A—=b|bZ
Z b bZ | b2Z

Ejemplo Encontrar una gramatica en FNG equivalente a la siguiente gramatica
(que estd en FNC):

S — AB | BC
A— AB|a
B— AA|CB|a
C—alb

Paso 1: Orden de las variables: S, B, A,C. Este orden es muy adecuado porque el
cuerpo de las producciones de B comienza con A o C, que son variables de orden
mayor.

(S — AB | BC
B— AA|CB|a
A— AB|a

(C —alb

Paso 2: )
S — AB | BC

B— AA|CB|a
A—alaZ
C—alb

|z - B|Bz

Paso 3:
S —aB |aZB | aAC | aZAC | aBC | bBC | aC

B —aA|aZA|aB|bB|a
A—alaZ

C—alb

|z — B|BZ
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Paso 4:

(S — aB | aZB | aAC | aZAC | aBC | bBC | aC

B —aA|aZA|aB |bB|a

A—alaZ

C—alb

| Z —aA|aZA|aB |bB |a|aAZ |aZAZ |aBZ |bBZ | aZ

El siguiente ejemplo ilustra que el procedimiento de conversién a la forma FNG puede
dar lugar a docenas de producciones, incluso a partir de una gramética relativamente
sencilla.

Ejemplo| Encontrar una gramatica en FNG equivalente a la siguiente gramatica:

S — AB

A— AB|CB|a
B— AB |b
C— AC | c

Paso 1: Orden de las variables: S, A, B, C.

Paso 2:

(S — AB
A—CBla|CBZ | aZ;

B — CBB|aB|CBZB | aZiB | b
C — CBC|aC|CBZ,C |aZ,C|c
| 2, — B| BZ,

Prosiguiendo con el paso 2, se elimina la recursividad a izquierda de la variable
C:

(S — AB

A—CBla|CBZ |aZ,

B —CBB |aB|CBZB |aZ1B | b
C—aClaZiC|c|aCZy | aZiCZy | cZy

7y — B| BZ,

| Zy — BC' | BZ,C | BCZ, | BZ,CZ,
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Paso 3:

(S — 14 producciones

A — a | aZ; | 6 producciones | 6 producciones

B — aB | aZ,B | b| 6 producciones | 6 producciones
C—aC|aZiC|c|aCZy | aZiCZy | cZy

Z, — B | BZ,

\ Z, — BC'| BZ,C' | BCZy | BZ,C'Zs

Paso 4: El nimero de producciones de la nueva gramatica se incrementa drasticamen-
te:

(S — 14 producciones

A — a | aZ; | 6 producciones | 6 producciones

B — aB | aZB | b] 6 producciones | 6 producciones
C—aC|aZiC|c|aCZy | aZCZy | cZy

7y — 15 producciones | 15 producciones

Zy — 15 producciones | 15 producciones | 15 producciones |

15 producciones

La gramatica original tenia 8 producciones; la nueva gramatica en FNG tiene un
total de 139 producciones.

[Ejercicios de la seccion 4.11)

1. Encontrar una gramatica en FNG equivalente a la siguiente GIC:

S—CA|AC |a
A— BA|AB|b
B—AA|a|b

C— AC|CCa

2.  Encontrar una gramatica en FNG equivalente a la siguiente GIC:

S — BB| BC|b
A— AC|CA|a
B—BBla

C— BC|CAla
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3.  Encontrar una gramética en FNG equivalente a la siguiente GIC:

S — SC | AA|a
A— CA|AB|a
B — AC|b

C— CA|AS|b

Nota: hay que eliminar primero la recursividad de la variable S.

4.12. Lema de bombeo para LIC

Una de las consecuencias més importantes de la Forma Normal de Chomsky es el lema
de bombeo para lenguajes independientes del contexto, el cual es 1til, entre muchas
aplicaciones, para demostrar que ciertos lenguajes no son LIC.

Nos referiremos a gramaticas en FNC con variable inicial no recursiva. Puesto que las
producciones son unitarias (A — a) o binarias (A — BC'), en cada nodo el rbol de una
derivaciéon se ramifica en dos nodos, a lo sumo. Tales drboles se denominan binarios.
Si la produccion S — X estd presente, su inico propdsito es generar la cadena .

4.12.1 Teorema. Sea G = (V, 3, S, P) una gramdtica en FNC yw € ¥*. Si la longitud
de la trayectoria mds larga en un drbol de derivacion de S == w tiene k (o menos)
nodos, entonces |w| < 2F72. Aqui k > 2.

Demostracion: La siguiente tabla muestra las relaciones obtenidas entre & = nimero
de nodos de la trayectoria mas larga de S == w y la longitud de w, en los casos k = 2,
k=3, k=4y k=>5. En la tabla se muestran los casos extremos, es decir, los arboles
con el mayor niimero posible de nodos. Se observa que |w| < 2¥~2. Una demostracién
rigurosa del caso general se hace por induccién sobre k. O
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E = mimero de nodos de Arbol de derivacidn Longitud de w
la trayectoria mis larga
S
k=2 I || =1= 20 = 2k-2
S
k=3 m | < 2= 21=0k-2
S
k=4 m lw| < 4=12%=2k"2
s
: m o

4.12.2 Corolario. Sea G = (V, 3, S, P) una gramdtica en FNC y w € ¥*.

(1) Si la longitud de la trayectoria mds larga en un drbol de derivacién de S = w
tiene k +2 (o menos) nodos, entonces |w| < 2%, Aqui k > 0.

(2) Si|w| > 2% (con k > 0) entonces la longitud de la trayectoria mds larga en un
drbol de derivacion de S == w tiene mds de k + 2 nodos.

Demostracion:

(1) Se sigue inmediatamente del Teorema 4.12.1.

(2) Es la afirmacién contra-reciproca de la parte (1).
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4.12.3. Lema de bombeo para LIC. Dado un LIC L, existe una constante n (lla-
mada constante de bombeo de L) tal que toda z € L con |z| > n se puede descomponer
en la forma z = uwvwxy donde:

(1) lvwz| < n.
(2) wiwz'y € L para todo i > 0.
(3) v#£EXox# N

Demostracion: Sea G = (V, %, S, P) una gramética en FNC, con variable inicial no
recursiva, tal que L(G) = L. Tal gramadtica existe por el Teorema 4.10.1 y el Teorema
4.10.2. Sea k = |V| = ntmero de variables de G y n = 2. Sea z € L con |z| >
n = 2%, Por la parte (2) del Corolario 4.12.2, la trayectoria més larga en el arbol de
una derivacién S == z tiene més de k + 2 nodos. Consideremos los tltimos k + 2
nodos de tal trayectoria (siguiendo el orden que va desde la raiz S hasta las hojas del
arbol). El tltimo nodo de esa trayectoria es un terminal a € ¥ y los restantes k + 1
nodos son variables. Como hay sélo k£ variables en la gramatica, entonces hay por lo
menos una variable A # S repetida en la trayectoria. Por lo tanto, existen cadenas
u, v, w,x,y € X" tales que

*

S = uAy, A = vAr, A= w.

Asi que
S = udy = wAzry = wwry = 2.

La siguiente gréfica ilustra la situacion:
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Puesto que la trayectoria més larga en el drbol de derivacién de A == vAzr == vwz
tiene k + 2 nodos o menos, por la parte (1) del Corolario Corolario 4.12.2, podemos
concluir que |vwz| < 2% = n. Ademas:

S = uAdy = wAzry = w'Az'y == w'wa'y, para todo i > 0.

Obsérvese que el caso i = 0 corresponde a la derivacién S == uAy == uwy.

Finalmente, la derivacién A = vAz se puede escribir como
A= BC = vAx

utilizando una produccién de la forma A — BC' como primer paso. Se deduce que
u y x no pueden ser ambas A\ porque se tendria BC' == A, lo cual es imposible en
una gramética en FNC (recuérdese que la tnica produccién A en la gramética es,
posiblemente, S — \; pero S no aparece en el cuerpo de ninguna produccién de G ya
que S no es recursiva). Se deduce entonces que v # A 6 x # A. Esto demuestra las
propiedades (1), (2) y (3) del lema de bombeo. O

Ejemplo Demostrar que el lenguaje L = {a’b’c’ : i > 0} sobre ¥ = {a,b,c} no es
un LIC.

Solucién: Argumento por contradiccion. Si L fuera LIC, por el lema de bombeo, existiria
una constante de bombeo n. Sea z = a"b"c"; se tiene que z € Ly |z| > n. Por lo tanto,
z se puede descomponer como z = a"b"c" = wvwxy con las propiedades (1), (2) y (3)
del lema de bombeo. Puesto que |vwz| < n, en la cadena vwz no pueden aparecer
los tres terminales a, b y ¢ simultdneamente (para que aparezcan los tres terminales
simultdneamente, una subcadena de a™b"c" debe tener longitud > n + 2). Como v # A
6 x # A, se distinguen dos casos:

= Caso 1. Alguna de las cadenas v 6 x contiene dos tipos de terminales. Entonces
en uv?ww?y aparecen algunas bes seguidas de aes o algunas ces seguidas de bes.

En cualquier caso, uv?wz?y ¢ L.

» Caso 2. Las cadenas v y x contienen un sélo tipo de terminal cada una (o sélo
aes o sblo bes o s6lo ces). Como en vwz no aparecen los tres terminales a, by ¢
simultdneamente, en la cadena bombeada uv?wz?y se altera el nimero de dos de
los terminales a, b, ¢, a lo sumo, pero no de los tres. Por lo tanto, uv?wz?y ¢ L.

Pero el lema de bombeo afirma que uv?wa?y € L. Esta contradiccién muestra que L
no es un LIC.

Ejemplo Demostrar que el lenguaje L = {a’ : i es primo} sobre ¥ = {a} no es un
LIC.

Solucién: Argumento por contradiccién. Si L fuera LIC, por el lema de bombeo, existiria
una constante de bombeo n. Sea z = @™ con m primo m > n y m > 2 (m existe porque
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el conjunto de los niimeros primos es infinito). Entonces z € L y |z| > n. Por lo tanto,
z se puede descomponer como z = a™ = wwwzxy con las propiedades (1), (2) y (3) del
lema de bombeo.

Sea |u| + |w| + |y| = k; entonces |v| 4+ || = m — k > 1. Por el lema de bombeo,
w'wz'y € L para todo i > 0; es decir, [uv'wz'y| es primo para todo i > 0. Pero

jw'waty| =k + [v'] + |2 = k + o] +ilz| = k +i(|o] + [2]) = & +i(m — k).

(i) Sik =0, tomando i = m se obtiene que k+i(m—k) = 0+i(m —0) =im = mm
que no es primo, pues m > 2.

(ii) Sik =1, tomando i = 0 se obtiene que k+i(m—k) = 1+i(m—1) = 1+0(m—1) =
1 que no es un numero primo.

(iii) Si k> 1, tomando i = k se obtiene que
luvtwaty| = k 4+ k(m — k) = k(1 +m — k),

el cual no es un ntimero primo pues k£ > 1y como m—£k > 1, entonces 1+m—Fk >
2.

Por (i), (ii) y (iii) se puede escoger i de tal manera que |uv'wz'y| no sea un nimero
primo, lo cual contradice que wv'wz'y € L para todo i > 0. Esta contradiccién muestra
que L no es un LIC.

[Ejercicios de la seccién 4.12)

Utilizar el lema de bombeo para demostrar que los siguientes lenguajes no son LIC:
1. L={a'b'd :j >1i}, sobre ¥ = {a,b,c}.
2. L={a'bc*:1<i<j<k},sobre X = {a,b,c}.
3. L={a'b*a’:i>1}, sobre & = {a,b}.
4. L ={a'b'c'd" :i > 0}, sobre ¥ = {a, b, c,d}.
5. L={a'¥cd’ :i,j > 0}, sobre ¥ = {a,b, c,d}.
6. L={ww:we{a,b}"}.

7. L ={a': i es un cuadrado perfecto}, sobre ¥ = {a}.
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4.13. Propiedades de clausura de los LIC

En la seccion 3.2 se vio que los lenguajes regulares son cerrados bajo la concatenacién,
la estrella de Kleene y todas las operaciones booleanas. Los LIC poseen propiedades
de clausura mucho més restringidas: son cerrados para las operaciones de unién, con-
catenacion y estrella de Kleene Teorema 4.13.1 pero, en general, no son cerrados para
interseccion, complementos ni diferencias (Teorema 4.13.2).

4.13.1 Teorema. La coleccion de los lenguajes independientes del contexto es cerrada
para las operaciones de union, concatenacion y estrella de Kleene. Es decir, dadas GIC
Gr = (Vi,X,5,P) y G = (Va,%,5,P,) tales que L(Gy) = Ly y L(G1) = Lo, se
pueden construir GIC que generen los lenguajes Ly U Lo, L1Ly y L}, respectivamente.

Demostracion:  Para construir una GIC G que genere L; U Lo introducimos una
variable nueva S, la variable inicial de GG, junto con las producciones S — S;y S — Ss.
Las producciones de G; y G se mantienen. Concretamente,

G=WViUVKU{S}HLY S, PUPU{S — 5,5 — S})
Esqueméticamente, G tiene el siguiente aspecto:

S — Sl | SQ
Sl — :
) producciones de G

SQ—>

} producciones de Gs

Claramente, L(G) = Ly U L.

Una GIC G que genere L;Ly se construye similarmente, anadiendo la produccion
S — 51.9;. Es decir,

G: (‘/1 U‘/QU{S}7275>P1 UP)QU{S’_> 5152})
Esqueméticamente, G es la gramética:

S — 3152
Sl —
) producciones de GGy

producciones de Gs

=N
v
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Claramente, L(G) = L Ls.
Para generar L] basta definir G como

G = (V,%, 5, PLU{S — 5151, S1 — A})
Esqueméticamente, G es la gramatica:

Sl — 5151\)\\}

donde los puntos suspensivos representan las producciones originales de GG;. De esta
forma, L(G) = Lj. O

Ejemplo Utilizar las construcciones del Teorema 4.13.1 para encontrar una GIC que
genere el lenguaje L L; donde Ly = (abUba)* y Ly = {a’b’ : i > 0}.

Solucién: El lenguaje L, se puede generar con la gramatica
S;— 5151 | ab | ba | A
y el lenguaje L} se puede generar con
Sy — S35, | aSsb | .
Finalmente, el lenguaje L, L} se puede generar con

53 — 5152
Sl—>5151|ab|ba|/\
SQ — SQSQ ‘ aSQb | A

4.13.2 Teorema. La coleccion de los lenguajes independientes del contexto no es cerra-
da (en general) para las siguientes operaciones:

(1) Interseccion.
(2) Complemento.
(3) Diferencia.
Demostracion:

(1) La interseccién de dos LIC puede ser un lenguaje que no es LIC. Considérense,
como ejemplo, los lenguajes

Ll = {alblc] : Za] Z 1}7
Ly ={a'¥/c :i,5 > 1}.
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Tanto L; como Ly son LIC porque son generados por las gramaticas G7 y Ga,

respectivamente:
S — AB S — AB
Gy : A — aAb|ab Gy : A—daAla
B —cC|c B — bBc | be

Pero Ly N Ly = {a'b’c’ : i > 1} no es un LIC, segtin se mostrd, usando el lema de
bombeo, en la seccién 4.12.

(2) Razonamos por contradiccién: si el complemento de todo LIC fuera un LIC se
podria concluir que la interseccion de dos LIC L; y Ly seria un LIC ya que LiNLy =

L, U Ly. Esto estarfa en contradiccién con la parte (1) del presente teorema.

(3) Razonamos por contradiccién: si la diferencia de dos LIC cualesquiera fuera un
LIC se podria concluir que el complemento de un LIC L seria también un LIC
ya que L = ¥* — L. Esto estarfa en contradiccién con la parte (2) del presente
teorema. O

El siguiente teorema afirma que los LIC también son cerrados bajo homomorfismos.

4.13.3 Teorema. Sea h : ¥* — I un homomorfismo. Si L es un LIC sobre X,
entonces h(L) es un LIC sobre I.

Demostracion: La demostracién consiste en transformar una gramatica G que genere
el lenguaje L en una gramética G’ que genere h(L). Para ello basta mantener las mismas
variables de GG y definir las producciones de G’, a partir de las de G, cambiando cada
terminal a por h(a). Es facil ver que una derivacién S = wen G, con w € ¥, se

puede transformar en una derivacion S == h(w) en G'; esto muestra h(L) C L(G').

Para establecer la otra contenencia, es decir, L(G") C h(L), hay que demostrar que
si S == z, con z € I'*, entonces z es de la forma z = h(w) para algin w € L.

Esto puede hacerse considerando el arbol de la derivacién S :+>Gr z. Dicho arbol se
puede transformar en un arbol de una derivaciéon en G, modificando adecuadamente
las hojas: las hojas del nuevo arbol forman una cadena w € ¥* y las hojas del arbol
inicial forman la cadena h(w). O

Ejemplo) Utilizar homomorfismos para concluir que el lenguaje L = {0°1283" - 4 >
0}, sobre el alfabeto {0, 1,2,3} no es LIC.

Solucién: La idea es “convertir” L en el lenguaje {a’b’c’ : i > 0}, que no es LIC, segiin
se mostro en el primer ejemplo de la seccion 4.12. Razonamos de la siguiente manera: si
L fuera un LIC, lo seria también h(L), donde h es el homomorfismo A : {0,1,2,3}* —
{a,b, c}* definido por h(0) = a, h(1) = b, h(2) = cy h(3) = \. Pero

h(L) = {h(0)'h(1)"h(2)'h(3)" : i > 0} = {a'b'c" : i > 0}.
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Por consiguiente, L no es un LIC.

[Ejercicios de la seccién 4.13J

1. Utilizar las construcciones del Teorema 4.13.1 para encontrar GIC que generen
los siguientes lenguajes:

(i) at(aUbab)*(b* U a*b).

(i) (Ly U Lg)L3, donde Ly = ab*a, Ly = aUb" y L3 = aa U bb U aba.
(iii) Ly U LyL3, donde Ly = ab*a, Ly = b" y L3 = {a'ba’ : i > 0}.
)

2. (i) Mostrar que los dos lenguajes siguientes, sobre ¥ = {a, b, ¢, d}, son LIC:

Ly ={a'b'dd :i,j > 1},
Ly = {a'¥/dF - i, 5,k > 1}.

(ii) Demostrar que Ly N Ly no es un LIC.

3. Utilizar homomorfismos para concluir que los siguientes lenguajes sobre el alfa-
beto {0, 1} no son LIC:

(i) L ={u: |u| es un nimero primo}.

(ii)) L = {u : |u| es un cuadrado perfecto}.

4. Demostrar que los LIC son cerrados para la operacién de reflexion. Concretamen-
te, demostrar que si L es un LIC, también lo es el lenguaje LT = {w® : w € L}.

4.14. Algoritmos de decisiéon para GIC

En esta seccion consideraremos problemas de decision para GIC, similares a los pro-
blemas para autématas presentados en la secciéon 3.6. Dada una propiedad P, referente
a gramaticas independientes del contexto, un problema de decisién para P consiste en
buscar un algoritmo, aplicable a una GIC arbitraria G, que responda SI o NO a la
pregunta: jsatisface G' la propiedad P? Los algoritmos vistos en el presente capitu-
lo (para encontrar las variables terminables, las alcanzables, las anulables, etc) son
frecuentemente ttiles en el diseno de algoritmos de decisién mas complejos.

Problema 1 (Problema de la vacuidad). Dada una gramdtica G = (V,%, S, P),
ses L(G) # @7

Algoritmo de decision: ejecutar el algoritmo para determinar el conjunto TERM de
variables terminables. L(G) # @ siy sélo si S € TERM.
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Problema 2 (Problema de la pertenencia). Dada una gramdtica G = (V, %, S, P)
y una cadena w € ¥*, sse tiene w € L(G)?

Para resolver este problema primero convertimos G a la forma FNC, con variable inicial
no recursiva, siguiendo el procedimiento de la seccion 4.10.

A partir de una GIC G en FNC podemos disenar un algoritmo bastante ineficiente
para decidir si w € L(G): se encuentran todas las posibles derivaciones a izquierda (o los
arboles de derivacién) que generen cadenas de longitud n = |w|. Més especificamente,
las cadenas de longitud 1 se pueden derivar inicamente con producciones de la forma
S — a. Las cadenas de longitud 2 sélo tienen arboles de derivacién de la forma:

S

Aq A

aq o

en los que aparecen exactamente 3 variables. Para derivar cadenas de longitud 3 sélo
se puede proceder de dos formas:

S = A1A2 = BlBlAQ é a,a,0a;,

2
S = A1As = a,Ay = a,B1 By = a,a,a;.

Los arboles de estas derivaciones son:

S S

Ay Ao Ay A

B1 By By Bs

a4 as as as

Cada uno de estos arboles tiene exactamente 5 nodos etiquetados con variables. La
situacion general es la siguiente: un arbol de derivacién de una cadena de longitud n
tiene exactamente 2n — 1 nodos etiquetados con variables. Puesto que la raiz del arbol
es Sy S no es recursiva, en un arbol de derivacion de una cadena de longitud n hay
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exactamente 2n — 2 nodos interiores etiquetados con variables. La demostracién general
puede hacerse por induccién sobre n y la dejamos como ejercicio para el lector.

Por consiguiente, para determinar si una cadena dada de longitud n es o no genera-
da por G, consideramos todos los posibles arboles de derivacién con 2n — 2 variables
interiores. Este algoritmo es ineficiente porque si G tiene k variables, hay que chequear
no menos de k*"~2 4rboles (esto sin contar las posibilidades para las hojas). Por consi-
guiente, el procedimiento tiene complejidad exponencial con respecto al tamano de la
entrada.

Para resolver el problema de la pertenencia hay un algoritmo muy eficiente (su com-
plejidad es polinomial) en el que se usa la llamada programacién dindmica o tabulacion
dindmica, técnica para llenar tablas progresivamente, re-utilizando informacién previa-
mente obtenida. El algoritmo que presentaremos se denomina algoritmo CYK (nombre
que corresponde a las iniciales de los investigadores Cocke, Younger y Kasami). El al-
goritmo (exhibido en la pagina siguiente) tiene como entrada una GIC G en FNC y
una cadena de n terminales w = a,a, - - - a,; se aplica llenando una tabla de n filas (una
por cada terminal de la entrada w) y n columnas. X;; es el conjunto de variables de
las que se puede derivar la subcadena de w cuyo primer simbolo esta en la posicion @
y cuya longitud es j. O sea,

X,; = conjunto de variables A tales que A = iQig1 " Qigj—1-

Al determinar los conjuntos X;; se obtienen las posibles maneras de derivar subcadenas
de w que permitan construir una derivacion de la cadena completa w. La tabla se llena
por columnas, de arriba hacia abajo; la primera columna (j = 1) corresponde a las
subcadenas de longitud 1, la segunda columna (j = 2) corresponde a las subcadenas
de longitud 2, y asi sucesivamente. La dltima columna (j = n) corresponde a la tnica
subcadena de longitud n que tiene w, que es la propia cadena w. Se tendra que w € L(G)
siy sélosi S € Xq,.

Ejemplo| Vamos a aplicar el algoritmo CYK a la gramatica:

S — BA| AC
A—CC|b
B — AB|a
C— BAla

y ala cadena w = bbab. Se trata de determinar si w € L(G) o no. La tabla obtenida al
hallar los X;;, 1 <1,7 <4, es la siguiente:
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Algoritmo CYK
ENTRADA:

Gramatica G en FNC y cadena de n terminales w = a,a, - - - a,.

INICIALIZAR:
j=1 Paracada, 1 <1< n,
X,; = X1 := conjunto de variables A tales que A — q;
es una produccion de G.
REPETIR:
j=j+1. Paracadai, 1 <i1<n—j+1,
X,j := conjunto de variables A tales que A — BC es
una produccién de G, con B € X, y C € Xiqp i,
considerando todos los k tales que 1 < k < j — 1.

HASTA: j=n.

SALIDA: w € L(G) siy sélosi S € Xi,.

j=1 j=2 j=3 =
b li=1| (A — (BY | {S,C}
b li=2 | {A} | {B,S} | {S,C}
a [i=3 | {B,C} | {S.C}
b =1 {A)

A continuacion se indica de manera detallada cémo se obtuvo la tabla anterior, columna
por columna:

j = 1. Se obtiene directamente de las producciones de G.

7 =2. Para X5 se buscan cuerpos de producciones en X1 X9, =
[A}A} = {A}. Asi que X15 = { }.
Para X5y se buscan cuerpos de producciones en Xy X3, =
{AHB,C} ={AB, AC}. Asi que X9 = {B, S}.
Para Xs3 se buscan cuerpos de producciones en X3 X, =
{B,CH{A} ={BA,CA}. Asi que Xo3 = {S,C}.
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j=3.

(B}

Para X553 se buscan cuerpos de producciones en X5y X35 U

{AHS, O} U {B,SHA} =

X22X41 =

{BA,SA}. Asi que Xo3 = {S,C}.

Para X4 se buscan cuerpos de producciones en X7 X535 U

X9 XU X3 X4y =
{AS, AC} U{BA}. Asi que X4 = {S,C}.

Para X3 se buscan cuerpos de producciones en X1;Xo, U
X12X31 = {A}{B,S} U{ } = {AB,AS} Asi que X13 =

{AS,AC} U

{AHS ¢y u { } U {BHA}

Puesto que la variable S pertenece al conjunto X4, se concluye que la cadena w = bbab
es generada por G.

Consideremos ahora la entrada w = baaba, de longitud 5. Al hallar los X;;, 1 <

i,7 < 5, se obtiene la tabla siguiente. Como S € X5, se concluye que w € L(G).

b

a

j=1 3=2 j=3 J=4 J=3
i=1| {A} | {B,S} — {S,B,C}
i=2 | {B,C} | {A} {A}  |{S,B,C}
i=3 | {B,C} | {5C} | {4}
i=4 | {A} | {B,S}
i=5| {B,C}

Al procesar la entrada w = aaba se obtiene la tabla siguiente. Como S no pertenece al
conjunto X4, se deduce que w no es generada por G.

j=1  j=2
a 1=1|{B,C} {A}
a 1=2 | {B,C} —
i=3 | {B} —

a i=4| {B,C}

Problema 3 (Problema de la infinitud). Dada una gramdtica G = (V,%, S, P),
ses L(G) infinito?

El lema de bombeo sirve para establecer un criterio que permite resolver este pro-
blema (de manera andloga a lo que sucede en el caso de los lenguajes regulares). El
criterio aparece en el siguiente teorema.
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4.14.1 Teorema. Sea G = (V, %, S, P) una gramdtica en FNC, con variable inicial no
recursiva, tal que L(G) = L, y sea k = |V| = ndmero de variables de G. El lenguaje L
es infinito si y solo si contiene una cadena z tal que 2% < |z| < 2F+L,

Demostracion: Si z € L'y 28 < |z| < 281 entonces por la demostracién del lema de
bombeo, z se puede descomponer como z = uvwzy, donde [vwx| < 2% v # \. L posee
infinitas cadenas: uv'wx'y para todo ¢ > 0.

Reciprocamente, si L es infinito, existe z € L con |z| > 2*. Por la demostracién del
lema de bombeo, w = uvwzry donde |[vwz| < 2%; ademds, v # X 6 x # \. Si |z| < 2+,
la demostracién termina. Si |z| > 2¥1 = 2% 4+ 2% puesto que |z| = |uy| + |vwz|, se
tendra

fuwy| > Juy| = |2| — [owa| > |2] - 2¢ > 2.

De nuevo, si |uwy| < 251, la demostracién termina; en caso contrario, se prosigue de
esta forma hasta encontrar una cadena en L cuya longitud £ satisfaga 28 < ¢ < 21 [J

Utilizando el Teorema 4.14.1 podemos ahora presentar un algoritmo de decision para
el problema de la infinitud:

1. Convertir la gramdtica G dada a una gramatica equivalente GG’ en Forma Normal
de Chomsky.

2. Aplicar el algoritmo CYK a G’, con cada una de las cadenas |z| cuya longitud ¢
satisfaga 2F < ¢ < 2! siendo k el ntimero de variables de G’. L es infinito si y
sélo si alguna de las cadenas examinadas esta en L(G’).

Obsérvese que este algoritmo tiene de complejidad exponencial ya que el nimero de
cadenas z tales que 2% < |z| < 2FF1 es m?, donde m es el nimero de terminales en la
gramatica dada.

[0 Hay muchos problemas referentes a gramaticas que son indecidibles; para
estos problemas no existen algoritmos de decisiéon. Entre ellos menciona-
mos:

1. Dada una gramatica G, jes G ambigua?

2. Dada una gramética GG, jgenera G todas las cadenas de terminales?,
es decir, [ L(G) = £*?

3. Dadas dos gramaticas G; y Ga, jgeneran G; y G5 el mismo lengua-
je?, es decir, L(G1) = L(G3)?
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[Ejercicios de la seccion 4.14)

1. Sea G = (V,%,S, P) una gramética dada. Encontrar algoritmos para los siguien-
tes problemas de decisién:

(i) ;Hay en L(G) alguna cadena de longitud 12507
(ii) ;Hay en L(G) alguna cadena de longitud mayor que 12507
(iii) ;Hay en L(G) por lo menos 1250 cadenas?

2.  Encontrar un algoritmo para el siguiente problema de decision: dada una gramati-
ca G = (V,%,S,P)y una variable A € V| jes A recursiva?, es decir, jexiste una

derivacién de la forma A == uAv, con u,v € (V UX)*?

3. Encontrar un algoritmo para el siguiente problema de decision: dado un lenguaje
finito L y una GIC G, jse tiene L C L(G)?

4. Sea (G la gramética

S — BA| AB
A—CAla
B— BB |b
C — BA|c

Ejecutar el algoritmo CYK para determinar si las siguientes cadenas w son o no
generadas por G:

(i) w = bea. (i) w = cabb.
(il) w = ache. (iv) w = bbbaa.



