2.12. Ejemplos de la parte II del Teorema de
Kleene

A continuacién ilustraremos el procedimiento de la seccién 2.11 para encontrar

L(M) a partir de un AFN M = (¥, Q, ¢, F, A) dado.

Ejemplo| Considérese el siguiente AFN M:

©}F
(2)
OF

o
o

Por simple inspeccién sabemos que L(M) = (a U b)*a?(a U b)*, pero utilizaremos
el método descrito para encontrar explicitamente L(M).

El sistema de ecuaciones asociado con el automata M es:

(1) Ag=aAsUbAyUaA,
(2) A =aA,
(3) Az =aAyUbAs U

La ecuacion (3) se puede escribir como

(4) Ay =(aUb)As U A

Aplicando el Lema de Arden en (4):

(5) Ay = (aUb)*A = (aUDb)*".

Reemplazando (5) en (2):

(6) Ay =a(aUb)*.

Reemplazando (6) en (1):

(7) Ay = (aUb)Ag U a*(aUb)*.

Aplicando el Lema de Arden en (7) concluimos:

Ag = (aUb)*a*(aUb)*




Ejemplo Encontrar una expresion regular para el lenguaje aceptado por el
siguiente AFN M:

((]_> A(] = CLA1

(2) Ay =aA,

(3) Ay =bAyUDbA3 U
(4) A3 =aA3UbA,

(5) Ay =aAyUaA3 U

Reemplazando (5) en (4):

(6) Az = aA3 UbaAs UbaA3 Ub = (aUba)As UbaAy U b.
Aplicando el Lema de Arden en (6):

(7) Az = (aUba)*(baAy Ub) = (aUba)*baAy U (a U ba)*b.
Reemplazando (7) en (3):

(8) Ay = bAyUb(aUba)*baAs Ub(aUba)bU A.

El sistema original de cinco ecuaciones y cinco incognitas se reduce al sistema de
tres ecuaciones y tres incognitas formado por (1), (2) y (8).

La ecuacion (8) se puede escribir como

9) Ay = [bUb(a Uba)*ba] Ay U b(a U ba)* U A.
Aplicando el Lema de Arden en (9):

(10) Ay = [bUblaUba)*bal” [b(aUba)*b U A].

Si se sustituye (10) en (2) y luego el valor de A; obtenido se sustituye en (1), se
obtiene finalmente:

Ay = a*[bUb(aUba)ba] [b(aUba)*dU Al




Ejemplo Encontrar una expresion regular para el lenguaje L de todas las

cadenas sobre ¥ = {a,b} que tienen un nimero par de aes y un
numero par de bes. El siguiente autémata acepta el lenguaje L:

Este autémata da lugar al siguiente sistema de ecuaciones:

() A():CLA1UbA2U)\
(2) Al = CLAQ U bA3

( ) Ag = aA3 U bAO

( ) A3 = CI,AQ U bAl
Reemplazando (4) en (3):

(5) A2 = CL2A2 U CLbAl U bAO

Reemplazando (4) en (2):

(6) A1 == CLAO U bCLAQ U bQAl.

El sistema original de cuatro ecuaciones y cuatro incognitas se reduce a un sistema
de tres ecuaciones y tres incégnitas, a saber:

(1) AO :aAlLJbAQU)\
(6) A1 == CLA(] U bCLAQ U b2A1
(5) A2 = a2A2 U CLbAl U bAO

Aplicando el Lema de Arden en (5):
(7) AQ = (a2)*(abA1 U bAo) = (CLQ)*CLbAl U (Cbz)*bAQ.
Reemplazando (7) en (6):



(8) A; = aAgUba(a*)*abA; Uba(a?)*bAs U b2 A;.
Reemplazando (7) en (1):

9) Ay = aA; Ub(a*)*abA; Ub(a?)*bAg U .

El sistema se reduce ahora a dos ecuaciones:

(9) Ao = aA1 U b(az)*abAl @) b(a2)*bA0 UA
(8) Ay = aAyUba(a®)*abA; Uba(a®)*bAy Ub*A,
= (ba(a?)*ab U b?) Ay U adg U ba(a®)*bA,.

Aplicando el Lema de Arden en (8):

Ay = (ba(a®)*abU 62)* (ado U ba(a®)*bAo)

(10) = (ba(a®)*ab Ub®) ado U (ba(a®)ab U b*) "ba(a®)*bA,.

Haciendo R = (ba(a?)*abU b?)", (10) se puede escribir como
(11) A; = RaAyU Rba(a?)*bA,.
Aplicando el Lema de Arden en (9):
(12 Ag = (b(a®)*b)" (aA; U b(a®)*abA; U N)
= (b(a®)*b)"aA; U (b(a®)*d) "b(a®)*abA; U (b(a®)*b) .
Haciendo S = (b(aQ)*b)*, (12) se puede escribir como:
(13) Ay = SaA;USb(a*)*abA U S.
Al sustituir (11) en (13), el sistema original se reduce a una sola ecuacién:
(14) Ay = Sa[RaAy U Rba(a?)*bAg) U Sb(a?)*ab[RaAy U Rba(a®)*bAg] U S.
Agrupando los términos en los que aparece Ay y factorizando, se obtiene
(15) Ag = [SaRa U SaRba(a*)*bU Sb(a*)*bRa U Sb(a?)*abRba(a?)*b] Ay U S.
Aplicando Lema de Arden en (15):
(16) Ay = [SaRa U SaRba(a?)*b U Sb(a?)*abRa U Sb(a?)*abRba(a?)*b] " S.

Si sustituimos Ry S en (16) obtenemos una expresién regular para L.



Ejercicios Utilizando el lema de Arden, encontrar expresiones regulares para

los siguientes lenguajes sobre ¥ = {a, b}:

1. El lenguaje L de todas las cadenas que tienen un ntumero par de aes y un
namero impar de bes.

2. El lenguaje L de todas las cadenas que tienen un niimero par de aes o un
namero impar de bes.

Ejercicios Utilizando el lema de Arden, encontrar expresiones regulares para

los lenguajes aceptados por los siguientes AFN:

1.







