Capitulo 5

Automatas con Pila

En el presente capitulo presentamos el modelo de autémata requerido para aceptar los
lenguajes independientes del contexto: el autémata con pila no-determinista. Existe
también la version determinista pero, a diferencia de lo que sucede con los modelos
AFD y AFN, los modelos de autéomata con pila determinista y no-determinista no
resultan ser computacionalmente equivalentes.

5.1. Autématas con Pila Deterministas (AFPD)

Un Autémata Finito con Pila Determinista (AFPD) es una 7-upla,
M = (Q,q, F,X,T, s,,A), con los siguientes componentes:

1. @ es el conjunto (finito) de estados.
2. @ € Q es el estado inicial.
3. F es el conjunto de estados finales o de aceptacion, @ # F C Q.
4. X es el alfabeto de cinta.
5. I es el alfabeto de pila.
6. s, €I es el simbolo inicial de pila.
7. A es la funcién de transicion del automata:
A:Qx(BUNXT — (QxTI7).
Como en los modelos ya considerados (AFD, AFN y AFN-)), un AFPD procesa

cadenas sobre una cinta de entrada semi-infinita, pero hay una cinta adicional, llamada
pila, que es utilizada por el autéomata como lugar de almacenamiento. En un momento
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determinado, la unidad de control del autémata escanea un simbolo a sobre la cinta
de entrada y el simbolo s en el tope o cima de la pila, como lo muestra la siguiente
grafica:

@

Alg,a,5) = (d',7)

representa un paso computacional: la unidad de control pasa al estado ¢’ y se mueve
a la derecha; ademads, borra el simbolo s que esta en el tope de la pila, escribe la cadena
v (cadena que pertenece a I'*) y pasa a escanear el nuevo tope de la pila. La grafica
que aparece en la parte superior de la pagina siguiente ilustra un paso computacional.
Recalcamos que en un paso computacional, el autémata sélo tiene acceso al simbolo
que esta en el tope de la pila; ademas, el contenido de la pila siempre se lee desde arriba
(el tope) hacia abajo. Por estas dos razones la pila se dibuja verticalmente.

La transicion

Un paso
computacional

2] ]
A (Q: a, 3) - (qfa f))
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Casos especiales de transiciones:
1. A(g,a,s) = (q,s). En este caso, el contenido de la pila no se altera.

2. Alg,a,s) = (¢, \). El simbolo s en el tope de la pila se borra y el control finito pa-
sa a escanear el nuevo tope de la pila, que es el simbolo colocado inmediatamente
debajo de s.

3. A(g, A s) = (¢, 7). Esta es una transicién A o transicién esponténea: el stmbolo
sobre la cinta de entrada no se procesa y la unidad de control no se mueve
a la derecha, pero el tope s de la pila es reemplazado por la cadena . Para
garantizar el determinismo, A(q,a,s) y A(g, A, s), con a € ¥, no pueden estar
simultdneamente definidos (de lo contrario el autémata tendria una opcién no-
determinista). Las transiciones A en un AFPD permiten que el autémata cambie
el contenido de la pila, sin procesar (o consumir) simbolos sobre la cinta de
entrada.

Configuracién o descripcién instantianea. Es una tripla (g, au, s3) que representa
lo siguiente: el autémata esta en el estado ¢, au es la parte no procesada de la cadena
de entrada, y la unidad de control esta escaneando el simbolo a. La cadena sf3 es el
contenido total de la pila; siendo s el simbolo colocado en el tope.

La notacién (g, au, s3) para configuraciones instantaneas es muy cémoda: para re-
presentar el paso computacional de la figura que aparece arriba escribimos simplemente

(¢, au, sB) = (p,u,3).

Aqui el autémata utilizé la transicion A(q, a,s) = (p, 7).

La notacién .
(q,u,B) = (p,v,7)

significa que el autémata pasa de la configuracién instantanea (g, u, 3) a la configuracién
instantdnea (p,v,7y) en cero, uno o mas pasos computacionales.

Configuracion inicial. Para una cadena de entrada w € ¥*, la configuracién inicial
es (¢, w, S). Al comenzar el procesamiento de toda cadena de entrada, el contenido de
la pila es s,, que sirve como marcador de fondo.

Configuracién de aceptacidén. La configuracién (p, A, 3), siendo p un estado final
o de aceptacion, se llama configuracién de aceptacién. Esto significa que, para ser
aceptada, una cadena de entrada debe ser procesada completamente, con el control
finito en un estado de aceptacion. La cadena 3 que queda en la pila puede ser cualquier
cadena de simbolos en ['™.
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Lenguaje aceptado por un AFPD. El lenguaje aceptado por un AFPD M se define
como

L(M) :={w e X" : (q,w,S,) o (p,\,B), p€ F}.

O sea, una cadena es aceptada si se puede ir desde la configuracién inicial hasta una
configuracion de aceptacion, en cero, uno o mas pasos.

0 En el modelo AFPD se permite que la transicién A(g, a, s) no esté definida, pa-
ra algunos valores ¢ € @), a € X, s € I'. Esto implica que el computo de algunas
cadenas de entrada puede abortarse sin que se procesen completamente.

[0 No se debe confundir la tripla que aparece en la funcién de transiciéon A(q, a, s)
con la tripla (g, u, 3) que representa una configuracién instanténea.

[0 La definicién de la funcién de transicién A requiere que haya por lo menos un
simbolo en la pila. No hay cémputos con pila vacia.

[0 Para los automatas con pila se pueden hacer diagramas de estados, similares
a los ya conocidos, pero resultan de poca utilidad préactica ya que el procesa-
miento completo de una cadena de entrada depende del contenido de la pila,
el cual puede cambiar en cada paso computacional.

[0 Los analizadores sintacticos en compiladores se comportan generalmente como
autématas con pila deterministas.

Un AFPD puede simular un AFD simplemente ignorando la pila; de esto se deduce
que los lenguajes regulares son aceptados por autématas AFPD. El siguiente teorema
establece formalmente este resultado.

5.1.1 Teorema. Todo lenguaje reqular L es aceptado por algin AFPD.

Demostracion: Sea M = (Q,qo, F,%,) un AFD que acepta a L. El AFPD M’ =
(Q,q0, F, 2, T, sy, A) definido haciendo I' = {s,} y

A(qv aa 80) = (6(q7 a)7 80)7 para tOdO ac 27 q c Q7

satisface claramente L(M') = L(M) = L. O

Sin usar la pila un AFPD no puede hacer nada mas que un AFD, pero utilizando la
pila como lugar de almacenamiento, un AFPD puede aceptar lenguajes no regulares,
como se muestra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo Disefiar un AFPD que acepte el lenguaje L = {a’b’ : i > 1}, sobre el

alfabeto 3 = {a,b}. Recordemos que L no es regular y no puede ser
aceptado por ningun autémata normal (sin pila).

Solucién: La idea es copiar las aes en la pila y borrar una a por cada b que sea leida
sobre la cinta. Una cadena serd aceptada si es procesada completamente y en la pila
sélo queda el marcador de fondo s,. Concretamente, M = (Q, g, F, 3, T, 55, A), donde

¥ ={a,b},
= {s,, A, B},
Q=1{q0 ¢, ¢},
F={¢},

y la funcién de transicion estd dada por:

Podemos ilustrar el procesamiento de varias cadenas de entrada. Sea, inicialmente,
u = aaabbb.

(qo, aaabbb, s,) F (qo, aabbb, As,) F (g, abbb, AAs,) F (o, bbb, AAAs,)
= (QU bb, AASO) - (QM b, ASO) - (QU A, 50) = (Q27 A, So)-

La ultima es una configuracion de aceptacién; por lo tanto la cadena u = aaabbb es
aceptada.

Para la cadena de entrada v = aabbb, se obtiene el siguiente procesamiento:

(Go, aabbb, s,) F (qo, abbb, As,) F (qo, bbb, AAs,) F (qy, bb, As,)
F(q1,0,80) F (g2, b, 50).  [computo abortado]

Obsérvese que el automata ha ingresado al estado de aceptacién ¢, pero la cadena de
entrada no es aceptada debido a que no se ha procesado completamente; (g,, b, s,) no
es una configuraciéon de aceptacion.

Para la cadena de entrada w = aaabb, se tiene:

(qo, aaabb, s,) F (qo, aabb, As,) = (qo, abb, AAs,) = (qo, bb, AAAs,)
F (g, b, AAsy) E (qu, A, Asy).
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A pesar de que se ha procesado completamente la cadena de entrada w, la configuracion
(Go, A, Aso) no es de aceptacién. Por lo tanto, w = aaabb no es aceptada.

Ejemplo Disenar un AFPD que acepte el lenguaje de todas las cadenas sobre el
alfabeto ¥ = {a, b} (diferentes de \) que tienen igual nimero de aes que
de bes.

Solucién: La idea es acumular las aes o bes consecutivas en la pila. Si en el tope de
la pila hay una A y el automata lee una b, se borra la A; similarmente, si en el tope
de la pila hay una B y el autémata lee una a, se borra la B. La cadena de entrada
sera aceptada si es procesada completamente y en la pila sélo queda el marcador de
fondo s,. Concretamente, M = (Q, q,, F, 2, T, 55, A), donde

Y ={a,b},

' = {s,, A, B},
Q = {9 ¢ ¢},
F = {%}7

y la funcién de transicion esta dada por:

Algo, a, 89) = (q15 Aso),
A(go, b, $0) = (g1, Bso),
A(qi,a,s0) = (¢1, As,),
Alq1, b, 80) = (g1, Bso),
Alqi,a, A) = (¢, AA),
A(qi,b, B) = (¢:, BB),
Algy,a, B) = (g1, A),
A(qi,b,A) = (¢, M),
A(g1; A, 80) = (2, 50)

A continuacién procesamos algunas cadenas de entrada.
Cadena de entrada: aabababb (aceptada).

(Go, aabababb, s,) & (q,, abababb, As,) = (g, bababb, AAs,)
q1, ababb, As,) F (q,, babb, AAs,) b (q,, abb, As,)

-
F (q., bb, AASO) - (Cha b, ASO) = (QU A, 50) = <Q27 A 30)-

o~~~

Cadena de entrada: bbbaba

—~

rechazada).

(qo, bbbaba, s,) F (q,, bbaba, Bs,) F (q,, baba, BBs,) - (q,, aba, BBBs,)
F (qu,ba, BBs,) F (q.,a, BBBSy) & (qi, A\, BBs,).
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En este ultimo caso, la cadena de entrada bbbaba es procesada completamente pero la
configuracion final no es de aceptacion.

Ejemplo| Disenar un AFPD que acepte el lenguaje

L = {wew®:w € {a,b}"}.
sobre ¥ = {a, b, c}. Nétese que las cadenas w y w’ sélo poseen aes y/o bes.

Solucién: La idea es acumular los simbolos en la pila hasta que aparezca la c. Luego
comparar los simbolos leidos con los almacenados en la pila, borrando en cada paso el
tope de la pila. La cadena de entrada sera aceptada si es procesada completamente y en
la pila s6lo queda el marcador de fondo s,. Concretamente, M = (Q, qo, F, 2, ', 50, A),
donde

Y ={a,b,c},
['={so, A, B},
Q = {a0, 01, &2},
F={g},

y la funcién de transicion esta dada por:

A(go, a, 80) = (qo; As,),
A(go; b, 50) = (qos Bso),
A(qo, ¢, S0) = (g2, 80) (para aceptar la cadena c),
A(qo; a, A) = (g0, AA),
A(go, a, B) = (¢o, AB),
A(qo; b, A) = (g0, BA),
A(go, b, B) = (90, BB),
A(qo, ¢, A) = (¢, A),
A(qo; ¢, B) = (¢1, B),
A, a, A) = (q1,A),
A(g:, b, B) = (¢1, N),
A(qi, A, S0) = (o, So)-

1. Disenar AFPD que acepten los siguientes lenguajes sobre ¥ = {a, b}:
(1) L={ab*:i>1}.
(1) L ={a*b":i>1}.
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() L={a'¥ :i>j>1}.
2. Disenar AFPD que acepten los siguientes lenguajes sobre ¥ = {0, 1}:
(1) L={0"190": 4,5 > 1}.

(11) Ellenguaje de las cadenas que tienen el doble ntiimero de ceros que de unos.

5.2. Autdématas con pila no-deterministas (AFPN)

Un Autémata Finito con Pila No-Determinista (AFPN) consta de los mismos
siete parametros de un AFPD, M = (Q, qo, F, 2, T, s, A), pero la funcién de transicién
A es de la forma:

A:Qx(BUXN) XD — £6(Q xTI™).
donde §4(Q x I'*) es el conjunto de subconjuntos finitos de @ x I'*. Para ¢ € @,
acXU{A}ysel, Aqg,a,s) es de la forma

A(qa a, 5) = {(ph 71)7 <p27 72)7 SR (pka ’V/'C)}

El significado de esta transicion es: al leer el simbolo a sobre la cinta de entrada, la
unidad de control puede pasar (aleatoriamente) a uno de los estados p; y se mueve a la
derecha. Sobre la pila hace lo siguiente: borra el simbolo s que esta en el tope y escribe
la cadena ~; (cadena que pertenece a I'*).

A diferencia de lo que sucede con los AFPD, en el modelo AFPN las transiciones
A, A(g, A, 8), no tienen restriccién alguna.

El lenguaje aceptado por un AFPN M se define como:

L(M) := {w € ¥* : existe un cémputo (q,, w, so) b (p,\,3), p € F, 5 € I'*}.

O sea, una cadena w es aceptada si existe por lo menos un procesamiento de w desde
la configuracién inicial hasta una configuracion de aceptacién.

Ejemplo gisef}ar ;}n AFPN que acepte el lenguaje {a'd’ : i > 0}, sobre el alfabeto
= {a,b}.

Solucién: El lenguaje {a’b’ : i > 0} difiere del lenguaje {a’d’ : i > 1}, utilizado en el
primer ejemplo de la seccion 5.1, por la presencia de la cadena vacia A. Para aceptar
la cadena A\ anadimos una transicién mas al AFDP disenado en dicho ejemplo, lo que

hace que el automata sea no-determinista. Concretamente, se define el automata M
como M = (Q, q, F, 2, T, 55, A) donde

¥ ={a,b},
F - {SO7A7 B}7
Q= {%7%7%}7

F={g.},
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y la funcién de transicion esta dada por:

A( 0y @, 30) = {(QOaASO)}7

A(go; As 80) = {(q2,50)}  (para aceptar A),
A(go, a, A) = {(g, AA) },

A(go, b, A) = {(q, M)},

A(ql,b A) ={(q:;, M)},

Alq1, A, 50) = {(@2 80) }-

En este autéomata el no-determinismo surge por la presencia simultanea de A(qo, a, S,)

y A(QO? A; SO)'

Ejemplo Disenar un AFPN que acepte el lenguaje de todas las cadenas sobre el
alfabeto ¥ = {a, b} que tienen igual nimero de aes que de bes.

Solucién: Simplificamos el autémata del segundo ejemplo de la seccion 5.1; sélo se
requieren dos estados. Especificamente, M = (Q, ¢,, F, X, T, 50, A), donde

Y ={a,b},

' = {s,, A, B},
Q@ =A{aw, ¢},
F={q},

y la funcién de transicion esta dada por:

A(go, s 80) = {(0, As0) },
A(go,b: 80) = {(90, Bso)},
A(go, a, A) = {(g, AA) },
A(qo, b, B) = {(q, BB)},
A(go, a, B) = {(q0, M)},
A(go, b, A) = {(¢0: M) },
A(go, A, 50) = {(q1, 50) }-

El no-determinismo se presenta inicamente por la presencia simultanea de A(qo, a, S,)
Y Algo, A, 8o)-

En contraste con lo que sucede con los modelos AFD y AFN, los modelos de autéma-
ta con pila determinista (AFPD) y no-determinista (AFPN) no resultan ser compu-
tacionalmente equivalentes: existen lenguajes aceptados por AFPD que no pueden ser
aceptados por ningiin AFPD. Un ejemplo concreto es el lenguaje L = {ww! : w €
¥*}. Como se mostrard a continuacién, se puede construir un autémata con pila no-
determinista para aceptar a L, pero no es posible disenar ningiin AFPD que lo haga. La
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demostracion de esta imposibilidad es bastante complicada y no la podemos presentar
en el presente libro.

Ejemplo Disefiar un AFPN que acepte el lenguaje L = {ww® : w € ¥*}, donde

Y = {a,b}. No es dificil ver que L es el lenguaje de los palindromos de
longitud par.

Solucién: En el dltimo ejemplo de la seccion 5.1 se construyé un AFPD que acepta el
lenguaje {wew’ : w € {a,b}*}. El lenguaje L del presente ejemplo es similar, excepto
que ya no aparece el separador ¢ entre w y w. El no-determinismo se puede usar
para permitirle al autémata la opcion de “adivinar” cual es la mitad de la cadena
de entrada. Si acierta, procedera a comparar el resto de la cadena de entrada con los
simbolos acumulados en la pila. Si no acierta, el automata continuard acumulando
simbolos en la pila y no habra aceptacién. Si la cadena de entrada tiene la forma
deseada, entre todos los computos posibles estara aquél en el que el automata adivina
correctamente cuando ha llegado a la mitad de la cadena.

M se define como M = (Q, qo, F, 2, T, 55, A) donde

¥ ={a, b},
['={s,, A, B},
Q={q0 ¢, ¢},
F={g},

y la funcién de transicion estd dada por:

A( 07a780 = q07ASO)}7
A(QOab7 SO = QOvBSO)}7
Ao, A, S0) = {(qz,50)} (para aceptar \),

9, BA)},
A(qo, b, B) = {(q0, BB), (¢:,\)},
Alqr,a, A) = {(q:, N},
A(g, b, B) = {(q, M)},

2
=)
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Las dos transiciones

A(qo, a, A) = {(qo, AA), (¢, A) },
A(qo, b, B) = {(q0, BB), (¢:, \) }
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le permiten al autémata una opcion no-determinista: o seguir acumulando simbolos en
la pila, en el estado q,, o suponer que se ha llegado a la mitad de la cadena de entrada.
En este tltimo caso, la unidad de control pasa al estado ¢, y comienza a borrar los
simbolos ya almacenados en la pila.

Ejercicios

Disenar APFN que acepten los siguientes lenguajes:
1. L={a"V/c"™ :4,j5 >0}, sobre ¥ = {a,b,c}.

L = {a*b* :i,j > 0}, sobre ¥ = {a, b}.

L={017:0<i<j<2i}, sobre ¥ = {0,1}.

-~ W N

L={019:4,5>0,i+# j}, sobre ¥ = {0,1}.

5.3. Aceptacion por pila vacia

En todos los modelos de autématas que hemos considerado en este curso, la aceptacion
de cadenas esta determinada por los estados finales o de aceptacién. Para los autéma-
tas con pila existe otra nociéon de aceptacion: la aceptacién por pila vacia, definida a
continuaciéon. Cuando se usa esta nocién, los autématas no requieren un conjunto F
de estados finales, solamente los seis restantes componentes: (Q, g, 2, I, s, A).

5.3.1 Definicién. Dado un autémata con pila M = (Q, ¢, 2, T, 50, A), ya sea AFPD
o AFPN, el lenguaje aceptado por M por pila vacia se define como

N(M) :={w € ¥* : existe un computo (g, w, s,) - (p, A, AN}

O sea, una cadena es aceptada por pila vacia si se puede ir, en cero, uno o mas pasos,
desde la configuracion inicial hasta una configuracién en la que la pila esté completa-
mente desocupadal. Nétese que, para ser aceptada, la cadena de entrada w debe ser
procesada completamente.

Para AFPN las nociones de aceptacion por pila vacia y por estados finales resul-
tan ser equivalentes, como se establece en los dos siguientes teoremas. Es importante
anotar que para automatas deterministas AFPD los dos tipos de aceptaciéon no son
equivalentes.

5.3.2 Teorema. Si L = L(M) para algin autémata con pila AFPN M, entonces
L = N(M') para algin AFPN M’. Es decir, M" acepta por pila vacia lo que M acepta
por estado final.

ITa N en la notacién N(M) proviene de la expresién ‘pila nula’, sinénimo de ‘pila vacia’.
1% P 1% » 1%
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Demostracion: Sea M = (Q, g, F, 3, T, 55, A). M’ se disena modificando M de tal ma-
nera que vacie su pila cuando M haya aceptado una cadena de entrada. Concretamente,
se define M’ como

MI = (Q U {p07p}7p07 27 F U {TO}J rO? A/)

donde p, (estado inicial) y p son estados nuevos, y r, es el nuevo simbolo inicial de pila.
La funcién de transicién A’ se define asi:

1. A'(po, A\, 7o) = {(qo, So70) }- Transiciéon A mediante la cual el nuevo simbolo inicial
de pila se coloca en el fondo. Esto impedird que una cadena sea accidentalmente
aceptada si el automata original M vacia la pila.

2. Alg,a,s) € A'(q,a,s) para todo ¢ € Q, a € X 6a =Ny s € I'. Esto quiere
decir que M’ simula a M: todas las transiciones del autémata original también
se pueden realizar en el nuevo autéomata.

3. (p,s) € A(g, A\, s) para todo q € F', s € ' U{r,}. Mediante esta transiciéon \, M’
pasa al nuevo estado p siempre que g sea un estado de aceptacion.

4. AN(p, A s) ={(p,\)}. Mediante esta transicion A, M’ borra todo el contenido de
la pila.

Obsérvese que las transiciones A de los numerales 3 y 4 no consumen ningtin simbolo
en la cadena de entrada. Ademas, la tinica manera de que M’ vacie completamente
la pila es ingresando al estado p, lo cual puede hacer iinicamente desde un estado de
aceptacion de M.

Si w es aceptada por M, o sea si w € L(M), M realiza un cémputo de la forma

(gor w0, 50) F (g, ), B)

donde ¢ € F' 'y 3 € I'*. Entonces en M’ se puede efectuar el siguiente computo:

(p07w7T0> |_ <QO7w750T0) l_ (q7/\7BTO) l_ (p7 >\76T0> |_ (pa )\7 )‘)

Por lo tanto, w € N(M').

Un razonamiento similar muestra que w € N (M) implica w € L(M). En conclusién,
L(M) = N(M). O

5.3.3 Teorema. Si L = N(M) para algin autémata con pila AFPN M, entonces
L = L(M') para algin AFPN M'. Es decir, M' acepta por estado final lo que M
acepta por pila vacia.
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Demostracion: Sea M = (Q, ¢y, 2, T, 55, A) un AFPN que acepta por pila vacia. M’ se
disefia afladiendo un nuevo estado ¢y a M de tal manera que M’ ingrese a tal estado
(inico estado de aceptacién) solamente cuando M haya vaciado su pila. Concretamente,
se define M’ como

M/ = (Q U {pmpf}vpm {pf}a Za 'y {To}a To, A/)

donde p, (estado inicial) y py (inico estado de aceptacién) son estados nuevos, y 7, es
el nuevo simbolo inicial de pila. La funcién de transicion A’ se define asf:

1. A'(po, A\, 70) = {(qo, So70) }- Transicion A mediante la cual el nuevo simbolo inicial
de pila se coloca en el fondo. Cuando M’ encuentre el marcador de fondo r,
sabra que M ha vaciado su pila.

2. Alg,a,s) € A'(q,a,s) paratodo ¢ € Q, a € X 6a = ANy s € I'. Esto quiere
decir que M’ simula a M: todas las transiciones del autémata original también
se pueden realizar en el nuevo automata.

3. (ps,s) € A'(g,\,r,) para todo ¢ € (). Mediante esta transicién A, M’ pasa al
estado de aceptacion py cuando detecte el marcador de fondo r,. O sea, M’
acepta cuando M vacia su pila.

Si w es aceptada por M, o sea si w € N(M), M realiza un computo de la forma

(Qm w, 50) = ((b A )\)

donde ¢ € Q. Entonces en M’ se puede efectuar el siguiente computo:

(pm w, TO) + (qu w, SOTO) - (qa )\7 TO) F (pfa )‘7 TO)-

Por lo tanto, w € L(M’).

Un razonamiento similar muestra que w € L(A’) implica w € N(M). En conclusién,
N(M) = L(M"). O

Ejercicios

1. Modificar los autématas de los tres ejemplos de la seccién 5.2 para que acepten
por pila vacia y no por estado final.
2. Disenar AFPN que acepten los siguientes lenguajes por pila vacia:
(1) L ={a'b* :i > 1}, sobre ¥ = {a,b}.
(1) L ={a*b":i> 1}, sobre X = {a, b}.
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(1) L ={017:0<i<j<2i}, sobre X ={0,1}.
(tv) L= {017 :4,j > 0,i # j}, sobre £ = {0, 1}.

3. Completar los detalles faltantes en las demostraciones del Teorema 5.3.2 y el
Teorema 5.3.3. jPor qué estas demostraciones no son validas para autématas
deterministas?

5.4. Autématas con pila y LIC (Parte I)

Los lenguajes aceptados por los AFPN son exactamente los lenguajes independientes
del contexto. Este es un resultado analogo al Teorema de Kleene para lenguajes re-
gulares, aunque en el caso de los autéomatas con pila, los modelos deterministas no
son computacionalmente equivalentes a los no-deterministas. En la presente seccién
consideraremos la primera parte de la correspondencia entre AFPN y LIC.

5.4.1 Teorema. Dada una GIC G, existe un AFPN M tal que L(G) = L(M).

Bosquejo de la demostracion. Para una gramatica G = (2, V, S, P) dada, se construye
un AFPN que utiliza la pila para simular la derivacién de cadenas realizada por G. M
requiere solamente tres estados, independientemente del niimero de variables y produc-
ciones de G. Especificamente, el autémata M se define como M = (Q, g, F, 3, T, 50, A),
donde @ = {qo,¢1, 0.}, F = {¢} yT' = XUV U({s,}. La funcién de transicién A se
define de la siguiente manera:

1. A(go, A o) = {(q:,Ss0)}. Transicién A mediante la cual M coloca el simbolo S
en el tope de la pila al iniciar el procesamiento de una cadena de entrada.

2. Para cada variable A € V,
A(q, N\, A) ={(q:,u) : A — u es una produccion de la gramatica G'}.

Mediante estas transiciones, M utiliza la pila para simular las derivaciones: si el
tope de la pila es A y en la derivacion se usa la producciéon A — u, el tope de la
pila A es substituido por u.

3. Para cada simbolo terminal a € ¥, A(q,,a,a) = {(q:, \)}. Mediante estas tran-
siciones, M borra los terminales del tope de la pila al consumirlos sobre la cinta
de entrada.

4. Aqg, A, 80) = {(gz, 80)}. M ingresa al estado de aceptacién ¢, cuando detecta el
marcador de fondo s,.
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’ ’ . ~ . * . ., . .
El autémata M esta disenado de tal forma que si S = w es una derivacion a izquierda
en la gramatica GG, entonces existe un procesamiento

(QO7 w, SO) - (QO7 w, SSO) - (q27 )‘7 80)
que simula la derivacion.

Reciprocamente, puede demostrarse que si (qo, w, 5o) F (g2, A\, 8,) entonces S == w
en la gramatica G. [

Sea G la gramatica:
S — aAbS | bBa | A

G:{ A—daAla
B—bB|b

Segun la construccion del Teorema 5.4.1, el autémata M estd dado por M = (Q, qo, F, 2, T, 50, A)
donde

Q = {QO7QI7QQ}7
F= {q2}7
I'={a,b,S, A, B,s,}

La funcién de transicién A esta dada por:

A(go, A, 50) = {(q1,550)},

A(gi; A, S) = {(q1,aAbS), (q1,bBa), (¢:, M)},
Alqi, M, A) = {(¢:,a4), (g1, a)},
Alqi, A, B) = {(¢:,0B), (¢:,0) },
A(gi,a,a) = {(q1, M)},
Algy,b,b) = {(q:, M)},
Algqr, A so) = {(g2, 50)}-

Podemos ilustrar la correspondencia entre derivaciones en GG y procesamientos en M
con la cadena aabbba, la cual tiene la siguiente derivacion a izquierda:

S = aAbS = aabS = aabbBa = aabbba.

El autémata M simula esta derivacién de la cadena aabbba asi:

(qo, aabbba, s,) F (g, aabbba, Ss,) F (¢, aabbba, aAbS's,)
F (qy, abbba, AbS's,) & (q,, abbba, abS's,)
F (g1, bbba, bSs,) F (qy, bba, Ss,) F (qy, bba, bBas,)
F (g1, ba, Bas,) F (qi, ba, bas,) = (¢, a, as,)
F(qu, A, So) F (Gosy A, So)-
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Ejemplo La siguiente gramatica genera los palindromos de longitud par, sobre > =
{a, b}, es decir, el lenguaje L = {ww® : w € ¥*}:

S — aSa | bSb| \.

Siguiendo el procedimiento del Teorema 5.4.1 podemos construir un AFPN que acepta
a L; este automata es diferente del exhibido en el tercer ejemplo de la secciéon 5.2.

M = (Q,q, F, X, T, s,, A) donde

Q = {q07qlaQ2}7
F: {%}7
I'={a,b,5,s,}

La funcién de transicién A esta dada por:

A(go, A, 50) = {(@1, 550)},
A(gi, A, S) = {(q1,a8a), (q:,bSb), (¢:, ) }
Algy,a,a) = {(q, M)},
Aqi,b,0) = {(g:, M)},
Aqi, A, 80) = {(@2580)

Ejercicios

1. Construir un AFPN M que acepte el lenguaje generado por la siguiente graméti-
ca:
S — Aba | AB | A
G : A —aAS|a
B — bBA | \.
Encontrar una derivacion a izquierda en GG de la cadena w = aaababa y procesar
luego la cadena w con el autémata M, simulando la derivacion.

2. Construir un AFPN M que acepte el lenguaje generado por la siguiente gramati-
ca:

G S — ASA | AdA | aa
. A — AbA |\

Encontrar una derivacién a izquierda en GG de la cadena w = bbaaa y procesar
luego la cadena w con el autémata M, simulando la derivacion.
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5.5. Automatas con pila y LIC (Parte II)

En la presente seccion consideraremos la segunda parte de la correspondencia entre
AFPN y LIC. Demostraremos que para todo AFPN que acepta por pila vacia existe
una GIC que genera el lenguaje aceptado por el autémata. Las gramaticas obtenidas
son, en general, bastante complejas, con un gran niimero de variables y de producciones.
Hay que advertir también que el procedimiento puede dar lugar a variables inttiles (no-
terminables o no alcanzables).

5.5.1 Teorema. Dado un AFPN M = (Q,q,, 3,1, s, A) que acepta por pila vacia,
existe una GIC G = (3,V, S, P) tal que L(G) = N(M).

Demostracion: En la gramatica G las variables (aparte de la variable inicial S) serdn
tripletas de la forma [¢Xp] donde ¢, p € @ y X € T. Las producciones de GG se definen
de la siguiente manera:

1. Si(p,A\) € A(g,a, X), se anade la produccién [¢Xp] — a.
2. Si(p,A) € A(g, A\, X), se anade la produccién [¢Xp|] — .

3. Si (r,Y1Y,---Yy) € A(g,a,X), donde a puede ser un simbolo del alfabeto X
6a=Ayk>1,seanaden todas las producciones de la forma

[qXry] — a[rYir|[rYars] - - - [re—1Yrs]
para todas las secuencias posibles r,, 7,, ..., rx_1 de estados de Q.

4. Para todo p € @ se anade la produccién S — [¢ys,p].

La gramatica G asi definida pretende simular con derivaciones a izquierda los computos
de M; el significado intuitivo de la variable [¢Xp] es: “al extraer X del tope de la pila,
se pasa del estado ¢ al estado p”. La produccién

[qX 7] — a[rYir][rYors) -« [re—1Yers]

del numeral 3 indica las posibles maneras en las que M puede extraer la cadena
VY, .- Y, de la pila, una vez se haya sustituido el tope de la pila X por dicha ca-
dena, pasando del estado g al estado r y consumiendo el simbolo a.

Demostraremos primero la inclusién N(M) C L(G). Paratodo ¢, p € Q, X € 'y
w € ¥, se demostrara la implicacion

+
(5.1) si (q,w, X) F (p, A, \) entonces [¢Xp] == w,

+
por induccién sobre el nimero de pasos del cémputo (¢, w,X) F (p, A\, A). Cuan-
do hay un sélo paso, el cémputo es de la forma (g,a,X) F (p,A\,A\) o de la for-
ma (¢, A\, X) F (p, A\, A). Si (q,a,X) F (p, A\, ), entonces (p, \) € A(q,a, X); asi que
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[qXp] — a es una produccién de G, y se obtendra la derivaciéon [¢Xp] = a. Si
(g, A\, X) F (p, A\, A), entonces (p, \) € A(g, A, X); asi que [¢Xp] — A es una produccién
de G y se obtendrd [¢Xp] = .

n
Para el razonamiento inductivo, supéngase que (¢, w, X) F (p,\,A) donde n > 1.

Considerando el primer paso de este computo de n pasos, podemos escribir:

(5.2) (.02, X) F (ro, 2, YYs - Yi) - (9, A, ),

donde a € ¥ 6 a = \. Cuando a € ¥, w = ax para alguna cadena x € ¥*; cuando a = A,
x = w. En el primer paso de 5.2 se ha aplicado la transicion (r,, ;Y - - Y%) € A(q, a, X)
de M. Por la definicién de la graméatica G,

[qX 1] — a[roYir][rYars] -« [re—1Yers]

es una produccién, para todas las secuencias posibles r, r,, ..., r._1 de estados de Q).

Segun 5.2, desde la configuracién instantdnea (r,,x,Y,Y,---Yy) el automata llega
hasta la configuracién (p, A, \), consumiendo completamente la cadena x y vaciando
la pila. La cadena = se puede escribir entonces como x = w,w, - - - wyg, siendo w; la
cadena consumida por el autémata para extraer el simbolo Y; del tope de la pila. En
consecuencia, existe una secuencia de estados ry, 7,,..., Tx_1, rx = p tales que

+
(ron 2. Y Ys Vi) = (ro wywy - wi, Y,y Vi) b (ryy w0, Yy - Vi)

+ + +
l_ (T27w3 o 'wku}/;’) t Yk) l_ (rk717wk7Yk) l_ (Tk,)\, >\)

Para ¢ =1,2,...,k se tiene asi una secuencia de computos parciales
+
(Ti—h Wy, }/’L) (o (Th A7 >\)7

donde 7, = p. Por la hipétesis de induccién, [r;_1Y;r] == w; para it =1,2,...,k. Por
consiguiente,

[qXp] = [¢X 1] = a[rYir][rYors] -« [re—1 Yirg] - AW, Wy -+ - WE = W.

Esto demuestra la implicacion 5.1. Por lo tanto, si w es aceptada por M, siendo w # A,

se tendra (go, w, So) Jl—r (p, A\, A), y usando 5.1 se concluird que S = [g,50p] == w. Si
w = X es aceptada por M, necesariamente (g, A, s,) = (p, A, A) para algin estado p.
Esto significa que (o, A, $o) F (p, A, ), ¥ se tendra S = [¢os,p] = A. Esto demuestra
que N(M) C L(G).

Para establecer la contenencia L(G) C N (M) se demuestra la implicacién

+
(5.3) si [¢Xp] == w, entonces (¢, w, X) F (p, A\, \),
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por induccién sobre el nimero de pasos en la derivacion [¢Xp] = w. Este razona-
miento inductivo es similar al usado para probar la implicacién reciproca 5.1, y se deja
como ejercicio para el lector interesado. Si en G se puede derivar la cadena w, es decir,
si S == w, la primera produccién aplicada serd de la forma S — [gos,p]. De donde,

+
S = [qoSoD] = w. Usando 5.3 se concluye (Go, w, So) F (p, A\, A), 08eaw € N(M). O

Ejemplo Vamos a aplicar la construccion del Teorema 5.5.1 para encontrar una
gramatica G que genere el lenguaje de las cadenas sobre el alfabe-

to ¥ = {a,b} que tienen igual numero de aes que de bes, a partir del AFPN
M = (Q,q, F,2,T, 55, A) con los siguientes componentes. > = {a,b}, I' = {s,, A, B},
Q={q,¢}, F={q} vy la funcién de transiciéon A estd dada por:

A(go, a; S0) = {(go, As0) },
A(go,b: 80) = {(90, Bso)}
A(go, a, A) = {(9, AA) },
A(go, b, B) = {(q0, BB)},
A(go, a, B) = {(q0, M)},
A(go, 0, A) = {(¢0; M) },
A(go; Ay s0) = {(q1: M) -

M es una modificacién del autémata presentado en el segundo ejemplo de la seccién 5.2
(en ese ejemplo M aceptaba por estado final; aqui M acepta por pila vacia).

Las variables de G son S y todas las tripletas de la forma [¢Xp] donde ¢, p € Q ¥
X e TI'. Hay, por lo tanto, 13 variables, a saber:

S, [q0$0q0]7 [quq0]7 [qqu0]7 [q080q1]7 [QOAQ1]7 [QOBQI]a
[0:5000)s [0 AG)s [0:B)s [@:80a:], [0 AG], [ Ba].

A continuacién se presentan las producciones de G.
Produccién obtenida de A(q, A, $o) = {(q1, A) }:

[40S0@s] = A
Produccién obtenida de A(q, a, B) = {(qo, A\) }:

[90B] — a.
Produccién obtenida de A(qo, b, A) = {(go, A) }:

[QOAQO] — b.
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Producciones obtenidas de A(qy, @, s,) = {(qo, ASo)}:

[005000] — a[00AG][205090) | algoAdi][q150q0]
[G05001] = a[qoAq][q0500] | aldoAq:][q1500:]-

Producciones obtenidas de A(qy, b, so) = {(q0, Bso) }:

[QOSOQO] - b[QOBQO][QOSOQO] | b[QoB%][%SOQO]
[6050a:) — Ba0Bao)[d050a:] | blaeBai][a15041].

Producciones obtenidas de A(qy, a, A) = {(q,, AA)}:

[QOAC]O] - a[QoAQOHQOAQO] | Q[QOA%][%AQO]
[0 Aq,) — algsAgo)[0:Aq] | algoAq][aAq).

Producciones obtenidas de A(g,, b, B) = {(¢o, BB)}:

[QOBQO] - b[qOqu][qquO} ‘ b[QOB%H%BQO]
[40Ba:] — blgeBao)laoBas] | blgeBai][a: Bas)-

Finalmente, las producciones de la variable inicial S son:

S — [@0S0q0] | [@oSoqs]-

Al examinar las producciones se puede observar que todas las variables de la forma
[ Xq], con X € T'y ¢ € @, son inttiles ya que no tienen producciones. Con la
terminologia ya conocida, dichas variables son no-terminables y, por consiguiente, las
producciones en las que aparecen se pueden eliminar. Otra variable no terminable
es [¢Soqo). Ademas, las variables [¢yAq| v [¢oBg.] son inalcanzables, asi que se pueden
eliminar, junto con todas sus producciones. Realizando estas simplificaciones se obtiene
la siguiente gramatica:

S = [qoSo]
[40500:]) — alaoAdo)[@050:] | blaoBao][do5ea] | A
[0 Aqe) — algoAqo][g0Ags] | b
[90Bas] — blaoBao)[40Ba,) | a.

Como se indico en la demostracién, en las gramaticas construidas segin el método del
Teorema 5.5.1, las derivaciones a izquierda corresponden a los computos en el autémata
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dado. Podemos ilustrar este punto, en el presente ejemplo, con la cadena de entrada
w = bbabaa. El siguiente es un computo de aceptacién de w en M:

(qo, bbabaa, s,) F (qo, babaa, Bs,) F (qo, abaa, BBs,) F (qo, baa, Bs,)
}_ (%7 CLCL, BBSO) l_ (qu CL, BSO) l_ (q07 )\7 30) l_ (q17 >\7 >\)

La derivacion a izquierda en G que corresponde a este computo es:

S = [0500:] = b[6Bau][90504:] = 0b[00 B (60 BGo[90501]
— bba[ge Bqo][¢o506:] = bbablgo Bqo][40Bo][4050:]
= bbaba[q,Bq,|[q0509:] = bbabaa[q,s,q,] = bbabaa.

Obsérvese que, en cada paso de la derivacion, el contenido actual de la pila se puede
leer examinando las segundas componentes de las tripletas.

Para hacer mas legibles las producciones de la gramatica G obtenida en este ejemplo,
cambiamos los nombres de las variables asi: C' = [qoSoq1], D = [¢Aq] v E = [qoBqo)-
Con esta nomenclatura, la gramética se puede escribir como:

S—C

C — aDC | DEC | A
D —aDD |b

E — bEE | a.

Puesto que la tinica produccion de S es S — (', las variables S y C' se pueden identificar,
dando lugar a la siguiente gramatica simplificada equivalente:

S — aDS | bES | A
D —aDD |b
E — bEE | a.

Ejercicios

1. Con respecto al ejemplo de esta seccién, procesar con M la cadena de entrada w =
baabbbaa y luego derivar w en la gramatica GG, simulando dicho procesamiento.

2. Modificar el AFPN presentado en el ultimo ejemplo de la seccion 5.2 para que
acepte por pila vacia el lenguaje L = {ww® : w € {a,b}*}. Aplicar luego la cons-
truccion del Teorema 5.5.1 para encontrar una gramatica cuyo lenguaje generado
sea L.



