2.5. Equivalencia computacional entre los AFD
y los AFN

En esta seccion se mostrara que los modelos AFD y AFN son computacionalmente
equivalentes. En primer lugar, es facil ver que un AFD M = (X, Q, qo, F, ) puede
ser considerado como un AFN M’ = (X, Q, g, F', A) definiendo A(q,a) = {(q,a)}
para cada g € ) y cada a € X. Para la afirmacion reciproca tenemos el siguiente
teorema.

2.5.1 Teorema. Dado un AFN M = (X,Q, q,, F, A) se puede construir un AFD
M’ equivalente a M, es decir, tal que L(M) = L(M’).

Este teorema, cuya demostracion se dard en detalle mas adelante, establece
que el no-determinismo se puede eliminar. Dicho de otra manera, los automatas
deterministas y los no deterministas aceptan los mismos lenguajes. La idea de la
demostracién consiste en considerar cada conjunto de estados {p,,...,p;}, que
aparezca en la tabla de la funcién A del autémata no-determinista, como un
unico estado del nuevo automata determinista. La tabla de A se completa hasta
que no aparezcan nuevas combinaciones de estados. Los estados de aceptacion
del nuevo autémata son los conjuntos de estados en los que aparece por lo menos
un estado de aceptacion del autéomata original. El siguiente ejemplo ilustra el
procedimiento.

Ejemplo Consideremos el AFN M, presentado en la seccién 2.4, que acepta
el lenguaje L(M) = ab* Ua™ sobre ¥ = {a, b}:
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El nuevo AFD M’ construido a partir de M tiene un estado més, {q;, ¢}, y su
funcion de transicién J tiene el siguiente aspecto:
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El diagrama de estados de este automata es:

Los estados de aceptacién son aquéllos en los que aparezcan ¢; 6 ¢,, que son los

estados de aceptacion del autéomata original.
Para mayor simplicidad, podemos cambiar los nombres de los estados del nuevo

autémata:




Ejemplo El siguiente AFN M, presentado en la la seccién 2.4, acepta el len-
guaje L = (01 U 010)* sobre ¥ = {0, 1}.

La tabla de la funcion de transicion de M se extiende para completar la funcion

0 del nuevo AFN:
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El diagrama de estados del nuevo autéomata es:

Los estados de aceptacion son aquéllos en los que aparezca g, ya que ¢, es el inico
estado de aceptacion del autémata original.



Puesto que el nuevo estado {¢, } no interviene en el lenguaje aceptado, el nuevo
automata se puede simplificar en la siguiente forma:

1.

Para la demostracién del teorema 2.5.1, conviene extender la definicion de la
funcién de transicion, tanto de los automatas deterministas como de los no-
deterministas.



2.5.2 Definicién. Sea M = (X,Q, ¢, F,d) un AFD. La funcién de transiciéon
0:Q x Y — @ se extiende a una funcién 9 : ) x X* — @ por medio de la
siguiente definicion recursiva:

§(q, AN =¢q, qeQ,
6(q,a) =6(q,a), q€Q, ae,

(q,wa) =6(6(q,w),a), ¢e€Q, a €, we*

~

Segun esta definicién, para una cadena de entrada w € ¥*, §(q,, w) es el estado
en el que el autémata termina el procesamiento de w. Por lo tanto, podemos
describir el lenguaje aceptado por M de la siguiente forma:

~

L(M) ={w € X*: §(qy,w) € F}.

~

Notacidn. Sin peligro de ambigiiedad, la funcién extendida §(g, w) se notard sim-
plemente (g, w).

2.5.3 Definicién. Sea M = (X,0Q, g, F,A) un AFN. La funcién de transiciéon
A Qx Y — £(Q) se extiende inicialmente a conjuntos de estados. Para a € ¥
y S C F se define

A(S,a) := U A(q,a).

q€eS

Luego se extiende A a una funcién A Q x ¥* — 9(Q), de manera similar
a como se hace para los AFD. Recursivamente,

(¢, ={da}, qeq,
(¢,a) = Alg,a), ¢€Q, acX,
(qawa) - A(A(% w),a) = U A(p, (Z), qc Q, a € 2, w e 2.

pEA(qw)
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Segtn esta definicién, para una cadena de entrada w € ¥, ﬁ(qo, w) es el conjunto
de los posibles estados en los que terminan los computos completos de w. Si el
computo se aborta durante el procesamiento de w, se tendria A(gy,w) = &.

-~

Usando la funcion extendida A, el lenguaje aceptado por M se puede describir
de la siguiente forma:

~

L(M) ={w € ¥ : A(gy, w) contiene un estado de aceptacion}.



Notacidén. Sin peligro de ambigiiedad, la funcién extendida ﬁ(q, w) se notara sim-
plemente A(q, w).

Demostracion del Teorema 2.5.1:

Dado el AFN M = (X,Q, qo, F, A), construimos el AFD M’ ast:

M= (3, 0(Q). {a}, £, )

donde
1:RPQ)xE — P(Q)
(S,a) — (S,a) :=A(S,a).

F'={S C ©(Q) : S contiene al menos un estado de aceptacion}.

Se demostrard que L(M) = L(M’) probando que, para toda cadena w € ¥,
0({q},w) = A(go, w). Esta igualdad se demostrard por induccién sobre w.

Para w = A, claramente se tiene §({¢}, \) = A(qo, A) = {q}-

Para w = a, a € X, se tiene

0({q},a) = A({a}, @) = Algo, @).

Supéngase (hipétesis de induccién) que 6({g,}, w) = A(g, w), y que a € X.

5({a} wa) = 66 ({a}w)a)
=0(A({q},w),a) (hipdtesis de induccién)
=A(A({q},w),a) (definicién de 0)
= A({q}, wa) (
= A(go, wa) (

definicién de la extension de §)

definicién de la extension de A)

definicion de la extensiéon de A)

Esto demuestra el teorema. O



