Capitulo 4

Lenguajes y gramaticas
independientes del contexto

Como se ha visto, los autématas son dispositivos que procesan cadenas de en-
trada. En capitulos posteriores consideraremos modelos de autématas con mayor
poder computacional que el de los modelos AFD-A\; AFN y AFD. En el presente
capitulo iniciaremos el estudio de las gramaticas generativas, que son mecanis-
mos para generar cadenas a partir de un simbolo inicial (el estudio de gramaéticas
continuard en el Capitulo 8).

[0 Los autéomatas procesan cadenas

U Las gramaticas generan cadenas

Las gramaticas generativas y, en particular, las gramaticas independientes del
contexto (GIC), fueron introducidas por Noam Chomsky en 1956 como un modelo
para la descripcién de los lenguajes naturales (como el espanol, el inglés, etc). En
la década de los sesenta se comenzaron a usar GIC para presentar la sintaxis
de lenguajes de programacién y para el diseno de analizadores sintacticos en
compiladores.

4.1. Gramaticas independientes del contexto

Una gramatica independiente del contexto (GIC), también llamada gramati-
ca contextual, es una cuddrupla, G = (V, 3, S, P) formada por:

1. Un alfabeto V cuyos elementos se llaman variables o simbolos no-terminales.



2. Un alfabeto X cuyos elementos se llaman simbolos terminales. Se exige
que los alfabetos ¥ y V sean disyuntos.

3. Una variable especial S € V, llamada simbolo inicial de la gramatica.

4. Un conjunto finito P C V x (V U X)* de producciones o reglas de re-
escritura. Una produccién (A,w) € P de G se denota por A — w y se
lee “A produce w”; su significado es: la variable A se puede reemplazar
(sobre-escribir) por la cadena w.

Notacion y definiciones. Las variables se denotan con letras mayusculas A, B, C, . ..
Los elementos de ¥ o simbolos terminales se denotan con letras mintsculas
a,byc,.... St u,v € (VUX)* y A — w es una produccién, se dice que wwv

se deriva directamente de uAv, lo cual se denota por

uAv = uwv.

Si se quiere hacer referencia a la gramatica G, se escribe

G ,
uAv = uwv 6 uAv =g uwv.

Si uy,usg,...,u, son cadenas en (V U X)* y hay una sucesiéon de derivaciones
directas
el a a
U] == Uz, Uy == U3, ... ,Up—1 = Up

. . . % . .,
se dice que u, se deriva de u; y se escribe u; = u,. La anterior sucesion de
derivaciones directas se representa como

UL = U = U3 = *+* = Up—1 = Up

y se dice que es una derivacién o una generacion de u,, a partir de u;. Para toda
cadena w se asume que w = w; por lo tanto, u = v significa que v se obtiene de u
utilizando cero, una o mas producciones de la gramatica. Analogamente, u == 0
significa que v se obtiene de u utilizando una o mas producciones.

El lenguaje generado por una gramatica G se denota por L(G) y se define
como

L(G) = {we ¥ : S = w}.

Un lenguaje L sobre un alfabeto ¥ se dice que es un lenguaje independiente
del contexto (LIC) si existe una GIC G tal que L(G) = L. Dos GIC Gy y G
son equivalentes si L(G1) = L(G3).



La denominacién “independiente del contexto” proviene del hecho de cada
produccién o regla de re-escritura A — w se aplica a la variable A independiente-
mente de los caracteres que la rodean, es decir, independientemente del contexto
en el que aparece A.

Sea G una gramatica (V, 3, S, P) dada por:

V=1{S}

¥ ={a}
P={S—aS, S— \}

Se tiene S = Ay
S=aS=>a--aS=a--a.

Por consiguiente, L(G) = a*.

De manera més simple, podemos presentar una gramatica GIC listando sus
producciones y separando con el simbolo | las producciones de una misma variable.
Se supone siempre que las letras maytsculas representan variables y las letras
minusculas representan simbolos terminales. Asi la gramatica del ejemplo anterior
se presenta simplemente como:

S —aS| A\
La gramdtica G = (V, %, S, P) dada por:
vV ={S, A4}
Y ={a,b}

P={S—aS, S—bA, S— A\ A—bA, A—b A— A}

se puede presentar como

S —aS|bA| A
A= bA|b|A

Se tiene S = \. Todas las demds derivaciones en G comienzan ya sea con la
produccién S — aS o con S — bA. Por lo tanto, tenemos

S=aS=a--aS=a---a.
S=bA=>b---bA=1Db---b.
S=aS=a---aS=a---abA=a---ab---bA=a---ab---b.

Por consiguiente L(G) = a*b*.



Las siguientes gramaticas también generan el lenguaje a*b* y son, por lo tanto,
equivalentes a G:

S — AB S AB| A

A—> AlX A—> A|| A §—aS|4
¢ o A bA|A

B—bB|A B—0bB|b|A

La gramatica
S —aS|aA
A—DA|Db

genera el lenguaje a*b™. Otra gramadtica equivalente es:

S — AB
A—aAla
B—bB|b
Ejemplo| La gramatica
S —1A|0
A—0A|1A| A

genera el lenguaje de los nimeros naturales en numeracién binaria. Nétese que la
unica cadena que comienza con 0, generable con esta gramatica, es la cadena 0.

Ejemplo Encontrar una GIC que genere el lenguaje 0¥10*10* sobre ¥ = {0, 1},

es decir, el lenguaje de todas las cadenas con exactamente dos unos.

Solucién:
S — Al1A1A
A—0A]| A
Una gramética equivalente es
S—0S5|1A
A—0A|1B

B—>OB’)\



Ejemplo Encontrar una GIC que genere el lenguaje L = {a’b’ : i > 0} sobre

Y ={a, b}, el cual no es un lenguaje regular.

Solucién:
S — aSb| A\

Ejemplo Encontrar una GIC que genere el lenguaje de todos los palindromos

sobre ¥ = {a, b}, el cual no es lenguaje regular.

Solucién:
S —aSa|bSb|a|b]| A

Ejemplo Encontrar una GIC que genere el lenguaje de todas las cadenas sobre
¥ ={a, b} que tienen un nimero par de simbolos.

Solucién:
S — aSa | bSb|aSb|bSa |\

Dos gramaticas equivalentes son:

S AAS | A
{5 = aas | bbS | abS | bas | A { — 445

A—alb

Ejemplo gnco?trrzl]i una GIC que genere el lenguaje (ab U ba)* sobre
={a,b}.

Solucién:
S — abS | baS | A

Ejemplo| Demostrar que la gramatica G dada por:

S — (S| A

genera el lenguaje de todas las cadenas de paréntesis anidados y equilibrados; es

decir, cadenas como (()), OO O, (O)CCO)).

Solucién: Es facil ver que GG genera cadenas de paréntesis anidados y equilibrados
ya que cada aplicacién de la produccién S — (5) S da lugar a un par de paréntesis
equilibrados.

Para establecer la direccién reciproca demostraremos por induccion sobre n la
siguiente afirmacién: “Toda cadena con 2n paréntesis anidados y equilibrados se
puede generar en G”.



n=1: () se genera con S = ($)S = ().
n=2 0O segeneracon S = ()T = (HHS=> 00.
() se genera con S = (S)S = ((HHST = (O).

Paso inductivo: una cadena con 2n paréntesis anidados y equilibrados es de la
forma (u) 6 (u)v donde u y v tienen estrictamente menos de 2n paréntesis
anidados y equilibrados. Por hipétesis de induccién S == u y S == v. Por lo
tanto,

S = (89S = (WS = (u).
S= (S = (u)S = (wv.

[Ejercicios de la seccién 4.1]

1. Encontrar GIC que generen los siguientes lenguajes sobre 3 = {a, b}:

(i) El lenguaje de las cadenas que tienen un nimero par de bes.
(i) El lenguaje de las cadenas que comienzan con b y terminan con ba.
(iii)
(iv) a*bUb*a.
(v) (ab* Ub*a)*.
(vi) {a'b* :i>0}.
i)

(vil) {ablab’:i > 1}.

2. Encontrar GIC que generen los siguientes lenguajes sobre el alfabeto {a, b, ¢, d}:
(i) {a'¥dd :i,j > 1}.
(i) {a'b'ddl :i,5 > 1}.
(iii) {a'Vdd" :i,7 > 1 U {a'b'dd 4,5 > 1}.
3. Encontrar una GIC que genere el lenguaje {a’0/c"*7 : i > 0, j > 1}, sobre

{a,b,c}.

4. Sea ¥ = {0, 1}. Encontrar una GIC que genere el lenguaje de las cadenas
que tienen igual nimero de ceros que de unos.

5. Demostrar que la gramética S — SS | (S) | A también genera el lenguaje
de todas las cadenas de paréntesis anidados y equilibrados.



Encontrar una gramatica que genere el lenguaje de todas las cadenas de
paréntesis circulares y/o angulares, anidados y equilibrados. Es decir ca-
denas como ([(01), (1) LOT, [OCILOOII], etc. Cadenas como ([)]

6 [(D)]] tienen paréntesis equilibrados pero no anidados y, por lo tanto,

no pertenecen a este lenguaje.



