4.6. Gramaticas regulares

4.6.1 Definicion. Una GIC se llama regular si sus producciones son de la forma

A—aB, a€eX, BeV.
A— A

Los siguientes teoremas establecen la conexién entre los lenguajes regulares y las
gramaticas regulares.

4.6.2 Teorema. Dado un AFD M = (Q,%,q,, F,0), existe una GIC regular G =
(V,%,S, P) tal que L(M) = L(G).

Demostracion: Sea V =@ y S = q,. Las producciones de G estan dadas por

q — ap siy sélosid(q,a)=p.
q— A siysolosiqgelF.

Demostraremos primero que para toda w € ¥*, w # X\ y para todo p,q € () se tiene
(1) Sid(q,w) =p entonces g = wp.

La demostracién de (1) se hace por induccién sobre w. Siw = a 'y §(¢, a) = p, entonces
qg — ap es una produccion de GG y obviamente se concluye ¢ = ap. Para el paso
inductivo, sea §(g, wa) = p'. Entonces

P = 0d(q,wa) = 0(d(q,w),a) = d(p, a)

donde 6(q, w) = p. Por hipétesis de induccién ¢ = wp y como 6(p,a) = p', entonces
p = ap’. Por lo tanto,
q = wp = wap

que era lo que se queria demostrar.

A continuacién demostraremos el reciproco de (1): para toda w € ¥*, w # X\ y para
todo p,q € @ se tiene
(2) Sig= wp entonces &(q,w)=p.

La demostracion de (2) se hace por induccién sobre la longitud de la derivacién ¢ = wp,
es decir, por el nimero de pasos o derivaciones directas que hay en ¢ = wp. Si la
derivacién tiene longitud 1, necesariamente ¢ = ap lo cual significa que (g, a) = p.



Para el paso inductivo, supéngase que ¢ = wp tiene longitud n+ 1, w = w'a y en el
ultimo paso se aplica la produccién p’ — ap. Entonces

g = w'p = wap = wp.
Por hipétesis de induccién, d(q, w') = p’ y por consiguiente
(5((]7 ’LU) = 5((]7 w/a) = 5(5(% w,)a a) = 5(p/a CL) =D,
que era lo que se queria demostrar.

Como consecuencia de (1) y (2) se puede ahora demostrar que

(3) Para toda cadena w € ¥*, 6(gy,w) € F siysélosi S =g w,

lo cual afirma que L(M) = L(G). En efecto, si w = A, §(q,, w) € F siy sélosigq, € F.
Por lo tanto, ¢, — A es una produccién de G. Asi que S = . Reciprocamente, si
S = ), necesariamente S = X, ¢, € F 'y §(go, \) € F.

Sea ahora w # A. Si §(qo,w) = p € F, por (1) se tiene ¢, = w, o sea, S = w.
Reciprocamente, si S =¢ w, entonces ¢, = wp = w donde p — A. Utilizando (2), se
tiene d(qy, w) =p € F. ]

Ejemplo El siguiente AFD M, preser'ltado en el ultimo ejemplo de la seccion 2.3,
acepta las cadenas que terminan en b:
a b
b
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M induce la gramatica regular

G - QOHGQO“)%
Q1_>bQ1|a%|/\

que cumple L(M) = L(G). Las variables de G son ¢, y ¢, siendo ¢, la variable inicial.

Ejemplo Para el lenguaje regular 0*10*10*, sobre 3 = {0, 1} (el lenguaje de todas las

cadenas con exactamente dos unos), vimos en la seccién 4.1 una gramética
que lo genera:

A—>0A|)\

Esta gramatica no es regular, pero por medio del AFD

{S s A1A1A



0 0 0
L At A
@ @

y el Teorema 4.6.2 se puede obtener una GIC regular que genere 0*10*10*:

S—05]1A
A—0A|1B
B —0B| A\

4.6.3 Teorema. Dada una GIC regular G = (V, %, S, P), existe un AFN M = (Q, %,
G0, F, A) tal que L(M) = L(G).

Demostracion: Se construye M = (Q, %, ¢y, F, A) haciendo Q@ =V, g, =Sy

B € A(A,a) para cada producciéon A — aB.
AeF si A— A

Usando razonamientos similares a los del Teorema 4.6.2, se puede demostrar que
AScwB siysolosi B € A(A,w), para todo w € %, w # A\,

de donde L(M) = L(G). Los detalles se dejan como ejercicio. O

4.6.4 Corolario.

1. Un lenguaje es reqular si y solamente si es generado por una gramdtica reqular.

2. Todo lenguaje reqular es un LIC (pero no viceversa).
Demostracion:

1. Se sigue del Teorema 4.6.2, Teorema 4.6.3 y del Teorema de Kleene.
2. Se sigue de la parte 1. Por otro lado, {a’d’ : i > 0} es LIC pero no es regular. [

4.6.5 Definicién. Una GIC se llama regular por la derecha si sus producciones
son de la forma
{A—>wB, weX*, BeV,

A— A



4.6.6 Teorema. Las gramdticas requlares y las gramdticas requlares por la derecha
generan los mismos lenguages, es decir, los lenguajes requlares. Dicho de otra manera,
la definicion de gramdtica reqular es equivalente a la definicion de gramdtica regular
por la derecha.

Demostracion: Una gramatica regular es obviamente regular por la derecha. Recipro-
camente, en una gramatica regular por la derecha G = (V, %, S, P), una produccién de
la forma

A— aiay---a,B

donde los a; € ¥, n > 2, B € V, se puede simular con producciones de la forma
A — aBy A — ). En efecto, se introducen n — 1 variables nuevas Ay, ..., A,_1 cuyas
tnicas producciones son:

A — a1A1
Ay —  axAy
A1 — a,B
De esta manera se puede construir una gramatica regular equivalente a G. [

[Ejercicios de la seccion 4.6]

1. Encontrar GIC regulares que generen los siguientes lenguajes:
(i
(ii

(iii

b*a.

(abU ba)*.
athUbta*b.
0*(10% U 01).

Q

~— ~— ~— —

(iv
2. Una GIC se llama regular por la izquierda si sus producciones son de la forma:

A— Bw, weX* BeV
A— A

Demostrar que las gramaticas regulares y las graméaticas regulares por la izquierda
generan los mismos lenguajes.

3. Completar los detalles de la demostracién del Teorema 4.6.3.



