Capitulo 3

Otras propiedades de los
lenguajes regulares

En los dos capitulos anteriores hemos presentado las propiedades basicas de los
lenguajes regulares pero no hemos visto como se puede demostrar que un lenguaje
no es regular. El llamado “lema de bombeo”, expuesto en este capitulo, sirve
para tal proposito. También veremos que la regularidad es una propiedad que
se preserva por las operaciones booleanas usuales, por homomorfismos y por las
imagenes inversas de homomorfismos. Finalmente, analizaremos ciertos problemas
de decision referentes a autématas y a lenguajes regulares.

3.1. Lema de bombeo

El llamado “lema de bombeo” (pumping lemma, en inglés) es una propiedad de
los lenguajes regulares que es muy 1til para demostrar que ciertos lenguajes no
son regulares.

3.1.1. Lema de bombeo. Para todo lenguaje reqular L (sobre un alfabeto dado
Y)) eziste una constante n € N, llamada constante de bombeo para L, tal que toda
cadena w € L, con |w| > n, satisface la siguiente propiedad:

(B) w se puede descomponer como w = wvzx, con |uv| < n,
v # A\, y para todo i > 0 se tiene uwv'z € L.

Demostracion: Por el Teorema de Kleene y por los teoremas de equivalencia de
los modelos AFD, AFN y AFN-)\, existe un AFD M tal que L(M) = L. Sea

n = # de estados de M.

Siw € Ly |w| > n, entonces durante el procesamiento completo de w, hay por lo
menos un estado que se repite. Sea q el primer estado que se repite. Tal como se
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muestra en la siguiente grafica, w se puede descomponer como w = uvz, donde
luv| < n, v # A\

w
N

9 @ @ B

Nétese que tanto u como x pueden ser la cadena vacia A, pero v # . Ademas,
la cadena v se puede “bombear”, en el sentido de que uv'z es aceptada por M
para todo ¢ > 0. En el diagrama de estados, se puede visualizar esta propiedad
de bombeo de v:

=4

Uso del lema de bombeo. El lema de bombeo se puede usar para concluir
que un cierto lenguaje dado L no es regular, recurriendo a un razonamiento
por contradiccién (o reduccion al absurdo). El razonamiento utilizado tiene la
siguiente forma:

1. Si L fuera regular, existiria una constante de bombeo n para L.

2. Se escoge una cadena “adecuada” w € L y se aplica la propiedad (B) del
lema de bombeo, descomponiendo w como

w=uvr, vF#A\ |u|<n.

3. Se llega a la siguiente contradiccién:

(I) Por el lema de bombeo, uv'z € L, para todo ¢ > 0.

(IT) uv'z no puede estar en L, para algin i € I. Por lo general, basta
escoger valores pequenos de ¢ como i =0 6 i = 2.

Ejemplo Usar el lema de bombeo para demostrar que el lenguaje L = {a’d’ :

i > 0} no es regular.
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Solucién: Si L fuera regular, existiria una constante de bombeo n para L. Sea
w = a"b" € L. Entonces w se puede descomponer como w = uvz, con |v| > 1y
|uv| < n. Por lo tanto, u y v constan tnicamente de aes:

u=a", para algin r > 0,

v =a’, para algin s > 1.

Entonces,
I = an—(r+s)bn — VTS

Por el lema de bombeo, uviz € L para todo ¢ > 0. En particular, sii = 0, ux € L.
Pero uz = a"a™ " *b" = a"*b". Como n — s # n, la cadena ux ¢ L lo cual es
una contradiccién. Se concluye entonces que L no puede ser regular.

Tomando 7 = 2 también se llega a una contradiccién: por un lado, uv?z € L,
pero

2

wvlr = arasasan—r—sbn r+25+n—r—sbn — an—&-sbn‘

=a
Como s > 1, a"*b" no estd en L.

El argumento anterior también sirve para demostrar que el lenguaje L = {a'b’ :
i > 1} no es regular.

Ejemplo Demostrar que el lenguaje de los palindromos sobre {a,b} no es un

lenguaje regular. Recuérdese que un palindromo es una cadena w
tal que w = w’.
Solucién: Si L fuera regular, existiria una constante de bombeo n para L. Sea
w = a"ba™ € L. Entonces w se puede descomponer como w = uvz, con |v| > 1,
|uv| < n,y para todo i > 0, uv'x € L. Por lo tanto, u y v constan unicamente de

aes:

u=a’, para algin r > 0,

v =a’, para algin s > 1.
Entonces,
T = an—(r—i—s)ban — """

Tomando ¢ = 0, se concluye que ux € L, pero
ur =a"a"" " *ba" = a""*ba”.

Como s > 1, a"*ba™ no es un palindromo. Esta contradiccion muestra que L no
puede ser regular.

Ejemplo Demostrar que el lenguaje L = {ai2 D> 0} no es regular. L esté for-
mado por cadenas de aes cuya longitud es un cuadrado perfecto.

Solucién: Si L fuera regular, existiria una constante de bombeo n para L. Sea
2

w = a™ € L. Entonces w se puede descomponer como w = wvx, con |[v| > 1,

|luv|] < n. Por el lema de bombeo, uvxr € L, pero por otro lado,
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n? < n®+ v| = luvz| + |v] = |wz] <N+ juww| <nP+n < (n+1)2

Esto quiere decir que el nimero de simbolos de la cadena uv?z no es un cuadrado
perfecto y, por consiguiente, uv?z ¢ L. En conclusién, L no es regular.

[Ejercicios de la seccion 3.1]

1. Usar el lema de bombeo para demostrar que los siguientes lenguajes no son
regulares:
(i) L ={w € {a,b}* : w tiene el mismo nimero de aes que de bes}.
(ii) L = {a'ba’: i > 1}, sobre ¥ = {a, b}.
(iii) L = {a'¥a’: 1,5 > 0}, sobre & = {a, b}.
(iv) L ={0"1% :¢ > 0}, sobre 3 = {0,1}.
(v) L ={1'01°0:4 > 1}, sobre ¥ = {0, 1}.
(vi) L={a't’c"™ 14,5 > 0}, sobre 3 = {a, b, c}.
(vii) L ={a'¥’ : j >1i >0}, sobre ¥ = {a,b}.
(viil) L ={ww : w € ¥*}, siendo ¥ = {a, b}.
(ix) L = {ww®:w € X*}, siendo X = {a, b}.
)

(x) L ={a’: i es un ntimero primo}, sobre ¥ = {a}.
2. (Es L={(ab)":i > 0} un lenguaje regular?

3. Encontrar la falacia en el siguiente argumento: “Segun la propiedad (B)
del enunciado del lema de bombeo, se tiene que uviz € L para todo i > 0.
Por consiguiente, L posee infinitas palabras y, en conclusion, todo lenguaje
regular es infinito.”

3.2. Propiedades de clausura

Las propiedades de clausura afirman que a partir de lenguajes regulares se pueden
obtener otros lenguajes regulares por medio de ciertas operaciones entre lenguajes.
Es decir, la regularidad es preservada por ciertas operaciones entre lenguajes; en
tales casos se dice que los lenguajes requlares son cerrados bajo las operaciones.

El siguiente teorema establece que la colecciéon R C §(X*) de los lenguajes
regulares sobre un alfabeto X es cerrada bajo todas las operaciones booleanas.

3.2.1 Teorema. Si L, Ly y Ly son lenguajes regulares sobre un alfabeto 3, tam-
bién lo son:
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(1) LiUL, (unién)

(2) LiLs (concatenacion)

(3) L* (estrella de Kleene)
(4) LT (clausura positiva)
(5) L=Y"—1L (complemento)

(6) LiN Ly (interseccién)

(7) Ly — Lo (diferencia)

(8) (

L1 <Ly

Demostracion:

diferencia simétrica)

(1), (2) y (3) se siguen de la definicién de los lenguajes regulares.
(4) Por (2), (3) y LT = L*L.

(5) Por el Teorema de Kleene y por los teoremas de equivalencia de los modelos
AFD, AFN y AFN-\, existe un AFD M = (3, Q, qo, F,0) tal que L(M) = L.
Para construir un AFD que acepte el complemento de L basta intercambiar
los estados finales con los no finales. Si M’ es el autémata (X, @, ¢, @ —F, §),
entonces L(M') = L.

(6) Se sigue de (1) y (5) teniendo en cuenta que Ly N Ly = Ly U Lo.
(7) Se sigue de (5) y (6) teniendo en cuenta que Ly — Ly = Ly N Lo.
(8) Puesto que

Li<tLy= (L ULy) — (L N L) = (Ly — Lo) U (Lo — L)

el resultado se sigue de (1), (6), (7). O

Recuérdese que un algebra booleana de conjuntos es una familia A C
§2(X) cerrada bajo las operaciones de unién, interseccién y complemento, tal que
geA XecA

3.2.2 Corolario. La coleccion R C §2(X*) de todos los lenguajes requlares sobre
un alfabeto 3 es un dlgebra booleana de conjuntos.

Demostracion: Se sigue del teorema 3.2.1 y del hecho de que @ y ¥* son lenguajes
regulares sobre . 0
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[J Hemos visto que un lenguaje finito es regular y que la unién finita de len-
guajes regulares es regular. Pero una union infinita de lenguajes regulares
no necesariamente es regular; considérese, por ejemplo,

L={a"":n>1}=| J{a'd'}.

i>1

Cada conjunto {a’d’} es regular (porque posee sélo una cadena) pero L
no lo es.

0 Un sublenguaje (subconjunto) de un lenguaje regular no es necesaria-
mente regular, es decir, la familia de los lenguajes regulares no es cerra-
da para subconjuntos. Dicho de otra forma, un lenguaje regular puede
contener sublenguajes no-regulares. Por ejemplo, L = {a"b™ : n > 1} es
un sublenguaje del lenguaje regular a*b*, pero L mismo no es regular.

Las propiedades de clausura permiten concluir, razonando por contradiccién, que
ciertos lenguajes no son regulares. Esto se ilustra en los siguientes ejemplos en los
que se usa el hecho de que los lenguajes L = {a'b’ : i > 0} y L = {a'b' : i > 1}
no son regulares.

Ejemplo L ={aV :4,57 >0, i # j} no es regular. Si lo fuera, a*b* — L

también lo serfa, pero a*b* — L = {a'b' : i > 0}.

El lenguaje L = {wb™ : w € ¥*, |w| =n, n > 1} sobre ¥ = {a,b}

no es regular. Si L fuera regular, también lo seria L N a*b* pero
LNa*b* ={a™" :n > 1}.

[Ejercicios de la seccion 3.2]

1. Demostrar que a*b* es la unién de dos lenguajes disyuntos no-regulares.

2. Sea L un lenguaje no-regular y N un subconjunto finito de L. Demostrar
que L — N tampoco es regular.

3. Demostrar o refutar las siguientes afirmaciones:

(i) Un lenguaje no-regular debe ser infinito.
(ii) Si el lenguaje Ly U Ly es regular, también lo son Ly y Lo.

(iii) Silos lenguajes Ly y Lo no son regulares, el lenguaje L; N Ly tampoco
puede ser regular.

(iv) Si el lenguaje L* es regular, también lo es L.

(v) Si L esregular y N es un subconjunto finito de L, entonces L — N es
regular.
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(vi) Un lenguaje regular L es infinito si y sélo si en cualquier expresién
regular de L aparece por lo menos una .

4. Utilizar las propiedades de clausura para concluir que los siguientes lengua-
jes no son regulares:

(i) L = {10190 : 4,5 > 1, i # j}, sobre ¥ = {0,1}. Ayuda: utilizar el
ejercicio 1(v) de la seccién 3.1.

(i) L = {wou® : u,v € {a,b}"}, sobre ¥ = {a,b}. Ayuda: utilizar el
ejercicio 1(ii) de la seccién 3.1.

(iii) L = {u : |u| es un cuadrado perfecto}, sobre ¥ = {a,b,c}. Ayuda:
utilizar el ultimo ejemplo de la seccion 3.1.

3.3. Propiedades de clausura para autématas

Las propiedades de clausura del teorema 3.2.1 se pueden enunciar como procedi-
mientos algoritmicos para la construccion de automatas finitos.

3.3.1 Teorema. Sean M, M; y My autdmatas finitos (ya sean AFD o AFN o
AFN-\) y L(M) = L, L(M;) = Ly, L(Ms) = L. Se pueden construir autématas

finitos que acepten los siguientes lenguajes:

(1) LiULy (5) L=%"—-1L
(2) L1L2 (6) Ll N L2
(3) L~ (7) Ly — Lo
(4) L*. (8) Ly < Lo

Demostracidn: La construccién de autématas para Ly U Lo, LiLy, L* y LT se
present6 en la demostracién de la parte I del Teorema de Kleene. En el numeral
(5) del teorema 3.2.1 se vio cémo se puede construir un AFD M’ que acepte L a
partir de un AFD M que acepte L.

Los procedimientos de construccion de (1), (2), (3), (4) y (5) se pueden combi-
nar para obtener automatas que acepten los lenguajes Ly N Lo, L1 — Loy L1 <1 Lo.
O

Para disenar un autéomata que acepte Ly N Lo, segtin el argumento del teo-
rema 3.3.1, hay que usar la igualdad L; N Ly = LU Ly y los procedimientos
para unién, complemento, eliminacién de transiciones A y eliminacién del no-
determinismo. El siguiente teorema muestra que existe una construccién mas
sencilla para el caso L N Lo.
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3.3.2 Teorema. Sean M1 = (E, Ql; 4, Fl, 51) Yy M2 = (Z, Q27 qs, FQ, 52) dos AFD.
Entonces el AFD

M = (27Q1 X Q27<QI7QQ)7F1 X F276)

donde

0:(Q1 X Q) XL — Q1 X Qs
5((611',(]]'),66) = (51(Qi>a)752(qj'7a))

satisface L(M) = L(My) N L(M,).

Demostracion: Sea w € 3*. La conclusién del teorema se sigue demostrando
primero por induccién sobre w que 6((qi, ¢,), w) = (01(q1, w), d2(gs, w)) para toda
cadena w € ¥* y observando que:

we L(M) <= 6(q,,¢),w) € Fi X Fy
(51(q1,w),52(q2,w)) S F1 X F2
Mq,w) e Fy & 0(q,w) € Fy
w € L(Ml) & w c L(Mg)

w € L(My) N L(Ms). O

(N

Ejemplo Utilizar el teorema teorema 3.3.2 para construir un AFD que acepte

el lenguaje L de todas las cadenas sobre ¥ = {a,b} que tienen un
nimero par de aes y un numero par de bes.

AFD M, que acepta las cadenas con un nimero par de aes:

b b
N
()&

AFD M, que acepta las cadenas con un nimero par de bes:

Entonces L = L(M;)N L(Ms). El nuevo automata tiene 4 estados: (¢, ¢.), (¢1, ),
(g5, q2) v (¢s, q.); el tnico estado de aceptacion es (g, ¢,). Su funcién de transicién
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0 es
6((q1,92),a) = (61(q1, ), 2(q2, @) = (g3, G2)
0((q1,g2),0) = (61(q1,b), 62(g2, b)) = (a1, q4)
0((q1,q4),a) = (61(qu, @), 62(qs, @) = (g3, qs)
0((q1,44),0) = (61(q1,b), 62(qs, b)) = (01, G2)
5((@3,(]2)7@) = (51@3,@) 52(612,@)) (611,(]2)
5((Q37Q2)ab) = (51(q ,0), 52(q2,b ) = (g3, q4)
5((Q3,Q4),CL) = (51(Q3,6L) 52((]47@)) (ql Q4)
0((g3,q4),b) = (01(g3,b),62(q4,0)) = (g3, @2)

El diagrama de estados del autémata asi obtenido es:

[Ejercicios de la seccion 3.3]

1. Utilizar el teorema 3.3.2 para construir AFD que acepten los siguientes
lenguajes sobre el alfabeto {a, b, c}:

(i) Ellenguaje L de todas las cadenas que tienen longitud par y terminan
en a.

(ii) El lenguaje L de todas las cadenas de longitud par que tengan un
nimero impar de bes.

(iii) El lenguaje L de todas las cadenas de longitud impar que tengan un
nimero par de ces.

(iv) El lenguaje L de todas las cadenas de longitud impar que tengan
exactamente dos aes.

2. Utilizar el procedimiento del teorema 3.3.1 para construir un autémata que
acepte el lenguaje L de todas las cadenas sobre ¥ = {a,b} que tienen
un numero par de aes y un numero par de bes. Comparese con el AFD
construido en el tltimo ejemplo de esta seccion.
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3.4. Homomorfismos

Un homomorfismo es una sustitucién h que reemplaza cada simbolo a de un
alfabeto de X por una cadena h(a) € I'*, donde I' es otro alfabeto (por supuesto,
Y y I" pueden ser el mismo alfabeto). Mds precisamente, un homomorfismo es
una funcién h : ¥* — I'* tal que h(\) = A y para toda cadena u = ajay - - - ay,
con a; € X, se tiene

h(aias -« - a,) = h(ay)h(as) - - h(ay,).

Un homomorfismo h esta completamente determinado por sus imégenes en los
simbolos de X, es decir, por los valores h(a), con a € ¥.

Ejemplo Sean ¥ = {a,b,c}, I' = {0,1} y h : ¥* — I'* el homomorfismo
definido por h(a) = 0, h(b) = 1 y h(c) = 010. El homomorfismo h

convierte cadenas de ¥* en cadenas de ['* siguiendo las siguientes reglas: cada a

se reemplaza por 0, cada b por 1 y cada c¢ se reemplaza por la cadena 010. Asi,

h(a*b*) = h(aabb) = h(a)h(a)h(b)h(b) = 0011.
h(acb*c) = h(a)h(c)h(b)*h(b) = 001011010.

También se deduce facilmente que h(a*b*c*) = 0*1*(010)*.

El siguiente teorema afirma que los homomorfismos preservan lenguajes regu-
lares; dicho de otra manera, la imagen homomorfa de un lenguaje regular es un
lenguaje regular.

3.4.1 Teorema. Sea h : ¥* — '™ un homomorfismo.

(1) Para cadenas u, v € ¥* y lenguajes A, B C ¥* se tiene

(2) Si L es un lenguaje reqular sobre X, entonces h(L) es un lenguaje reqular
sobre I.

Demostracion:

(1) Se sigue directamente de la definicién de homomorfismo; los detalles se dejan
al lector.
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(2) Por induccién sobre el nimero de operandos (uniones, concatenaciones y
estrellas) en la expresion regular que representa a L. La base de la induccién es
inmediata ya que h(\) = A, para cada a € 3, h(a) es una cadena determinada
en [y h(2) = 2.

La hipdtesis de induccién afirma que si L es regular también lo es h(L).
Para el paso inductivo se supone, en tres casos, que L = AUB, L = AB

o L = A*. Utilizando la hipétesis de induccién y la parte (1) del presente
teorema se llega a la conclusion deseada. U

La parte (2) del teorema 3.4.1 es muy til para demostrar que ciertos lenguajes no
son regulares, razonando por contradiccion. En los siguientes ejemplos ilustramos
la técnica que se usa en estas situaciones.

Ejemplo Sabiendo que {a’b’ : i > 1} no es regular (seccién 3.1), podemos

concluir que L = {0'1? : ¢ > 1} tampoco lo es. Razonamos de la
siguiente manera: si L fuera regular, lo serfa también h(L) donde h es el homo-
morfismo h(0) = a, h(1) = b. Pero h(L) = {h(0)'h(1)" : 4 > 1} = {a'd’ : i > 1}.
Por consiguiente, L no es regular.
L ={0"21" : n > 1} no es regular; si lo fuera, h(L) también lo seria,
donde h es el homomorfismo h(0) = 0, h(1) = 1, h(2) = A. Pero

h(L) = {0"1" : n > 1} no es regular, como se dedujo en el ejemplo anterior.

[Ejercicios de la seccion 3.4]

1. Llenar los detalles de la demostracién de la parte (1) del teorema 3.4.1.

2. Utilizar homomorfismos y el hecho de que {a'd’ : i > 1} y {0°1" : 4 > 1}
no son regulares para concluir que los siguientes lenguajes tampoco son
regulares:

(i) L={a'ct’ :i,5>1, i # j}, sobre ¥ = {a,b, c}.
(ii) L = {a'b'c’: i > 1}, sobre ¥ = {a,b, c}.
(iii) L = {a'¥/c": 4,5 > 1}, sobre ¥ = {a, b, c}.
(iv) L ={0'192% : i, 5.k >0, i+ j = k}, sobre X = {a, b, c}.

3.5. Imagen inversa de un homomorfismo

Dado un homomorfismo h : ¥* — I'* y un lenguaje B C I'*, la imagen inversa
de A por h es
h~Y(B) := {u € X*: h(u) € B}.
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La regularidad es también preservada por imagenes inversas de homomorfismos,
tal como lo afirma el siguiente teorema.

3.5.1 Teorema. Sea h : ¥X* — I un homomorfismo y B C I'" un lenguaje
regular sobre T'. La imagen inversa h='(B) es un lenguagje reqular sobre ¥.

Demostracion: Comenzando con un AFD M = (I',Q, ¢, F,0) que acepte a B
podemos construir un AFD M’ = (3, Q, ¢, F',0') que acepte h~'(B). La funcién
de transicién ¢’ se define mediante 0'(q,a) = d(q,h(a)) (aqui se usa la funcién
extendida ¢, segun la definicion 2.5.2. No es dificil demostrar por induccién sobre
w que 0'(qy, w) = d(qo, h(w)), para toda cadena w € ¥*. Como los estados de
aceptacion de M y M’ coinciden, M’ acepta a w si y sélo si M acepta a h(w).
Por lo tanto,

w e L(M') < h(w) € L(M) = B <= w € h™\(B)

Esto quiere decir que L(M') = h=(B). O

Con la ayuda del teorema 3.5.1 y de las demas propiedades de clausura también
podemos concluir que ciertos lenguajes no son regulares.

Ejemplo El lenguaje L = {0"10™ : n > 1} no es regular ya que si lo fuera,
también lo serfa h~!(L) donde h es el homomorfismo h(0) = k(1) =
0, h(2) = 1. Pero

hY(L) = {{0, 1172{0,1}" : n > 1}.

Entonces h~'(L) N 0*21* serfa regular; este tltimo lenguaje es igual a {0"21" :
n > 1}. Finalmente, por medio del homomorfismo ¢(0) = 0, g(1) =1, g(2) = A
se concluirfa que g({0"21" : n > 1}) = {0"1" : n > 1} es regular, lo cual sabemos
que no es cierto.

[Ejercicios de la seccion 3.5]

Por medio de un razonamiento similar al del ejemplo de esta seccién, demostrar
que los siguientes lenguajes sobre 3 = {0, 1} no son regulares:

1. L={ww:we X} Ayuda: intersectar primero L con 0*10*1.

2. L ={ww?:w e ¥*}. Ayuda: intersectar primero L con 0*110%.
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3.6. Algoritmos de decision

Dada una propiedad P, referente a autématas sobre un alfabeto X, un problema
de decisién para P consiste en buscar un algoritmo!, aplicable a un autémata
arbitrario M, que responda SI o NO a la pregunta: ;satisface M la propiedad P?
El siguiente diagrama ilustra la situacion.

. @ M satisface P

Algoritmo
de decisién

Autémata M

—

Si existe un algoritmo de decisién, se dice que el problema P es decidible o
resoluble; en caso contrario, el problema P es indecidible o irresoluble.

Es importante tener presente que, para que un problema P sea decidible, no
basta responder SI o NO a la pregunta “;satisface M la propiedad P?” para uno o
varios autématas aislados M; es necesario exhibir un algoritmo aplicable a todos
los autéomatas. Es posible que en algunos casos concretos se pueda decidir afirma-
tiva o negativamente sobre la satisfabilidad de una propiedad P y, sin embargo,
el problema P sea indecidible.

El primer problema de decisién que consideraremos es el problema de decidir
si un autémata acepta o no alguna cadena.

3.6.1 Teorema. Sea X un alfabeto dado. Eziste un algoritmo para el siguiente
problema de decision referente a automatas sobre X:

Dado un autémata (AFD o AFN o AFN-\) M, ;Es L(M) # @7 (es
decir, sacepta M alguna cadena?).

Demostracion: Podemos disenar un algoritmo sencillo para encontrar los estados
que son accesibles (o alcanzables) desde el estado inicial de M, es decir, los estados
para los cuales existen trayectorias desde el estado inicial. Si algin estado de
aceptacion es alcanzable, se tendrd L(M) # &; en caso contrario L(M) = &. En
el siguiente recuadro aparece el algoritmo para encontrar el conjunto ALC de
estados alcanzables:

'La nocién de algoritmo aqui considerada es la corriente: un algoritmo es un procedimiento
claro y preciso para efectuar una determinada operacién secuencialmente, en uno o més pasos.
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INICIALIZAR:
ALC :={q,}, donde ¢, es el estado inicial de M.
REPETIR:

Para cada ¢ € ALC buscar los arcos que salen de q y
anadir a ALC los estados p para los cuales haya un
arco de ¢ a p con cualquier etiqueta (puede ser \).

HASTA:

No se anaden nuevos estados a ALC.

Claramente, el automata M acepta alguna cadena (o sea, L(M) # @) si y solo si
ALC contiene algtin estado de aceptacion. O

3.6.2 Corolario. Sea ¥ un alfabeto dado. Fxisten algoritmos para los siguientes
problemas de decision referentes a automatas sobre X:

(1) Dados dos autématas My y My (AFD o AFN o AFN-)\), ;L(M;) C L(Ms)?
(2) Dados dos autdmatas My y My (AFD o AFN o AFN-)\), ;L(M;) = L(M3)?
Demostracion:
(1) Sea Ly = L(M;) y Ly = L(Ms). Se tiene
LiCly<= L1 —Ly,= 0.

Algoritmo: construir un AFD M’ que acepte el lenguaje L; — Lo (esto se
puede hacer en razén de la parte (7) del teorema 3.3.1). Utilizar luego el
procedimiento de la parte (1) para decidir si L; — Ly es o no vacio.

(2) L(M;) = L(Ms) <= L(M;) C L(My) y L(My) C L(M,). Por lo tanto, basta
aplicar dos veces el algoritmo de la parte (1). También se puede encontrar
un algoritmo de decision teniendo en cuenta que Ly = Ly <= L1 <\ Ly = O
junto con la parte (8) del teorema 3.3.1. O

El argumento utilizado en la demostracién del lema de bombeo sirve para esta-
blecer un criterio que permite decidir si el lenguaje aceptado por un autémata es
o no infinito. El criterio aparece en el siguiente teorema.

3.6.3 Teorema. Sea M un AFD con n estados y sea L = L(M). L es infinito
sty solo si M acepta una cadena w tal que n < |w| < 2n.
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Demostracion: Siw € M y n < |w| < 2n, entonces por la demostracién del lema
de bombeo, w se puede descomponer como w = uvz, donde |uv| < n, v £\ M
acepta infinitas cadenas: uv'z para todo ¢ > 0.

Reciprocamente, si L es infinito, existe w € L con |w| > n. Por la demostracién
del lema de bombeo, w = wvz donde |uv| < n, v # A. Si |w| < 2n la demostracién
estd terminada. Si |w| > 2n, puesto que |v| < |uv| < n, se tendra |ux| > n 'y
uxr € L. De nuevo, si |uz| < 2n, la demostracién termina; en caso contrario, se
prosigue de esta forma hasta encontrar una cadena en L cuya longitud ¢ satisfaga
n</{<2n. OJ

3.6.4 Corolario. Sea Y un alfabeto dado. Existe un algoritmo para el siguiente
problema de decision referente a automatas sobre Xi:

Dado un autémata M (AFD o AFN o AFN-)\), sEs L(M) infinito?

Demostracion: Algoritmo: construir un AFD M’ que acepte el lenguaje L(M) y
chequear la aceptacién o rechazo de todas las cadenas w € X* tales que n < |w| <
2n, donde n = # de estados de M’. O

Hemos trabajado con problemas de decision referentes a autématas, pero tam-
bién podemos considerar problemas sobre lenguajes regulares. Dada una pro-
piedad P, referente a lenguajes regulares sobre un alfabeto X, un problema de
decisién para P consiste en buscar un algoritmo, aplicable a todo lenguaje regu-
lar L (es decir, a toda expresién regular R), que responda SI o NO a la pregunta:
isatisface L la propiedad P? Puesto que conocemos algoritmos de conversién entre
la representacion por expresiones regulares y la representacion por automatas, los
problemas decidibles sobre autématas corresponden a problemas decidibles sobre
lenguajes regulares y viceversa. Asi por ejemplo, en razon del Corolario 3.6.4, el
siguiente problema es decidible: “Dada una expresion regular R, jes L(R) infini-
to?”

[Ejercicios de la seccién 3.6}

1. Sea X un alfabeto dado. Encontrar algoritmos para los siguientes problemas
de decision referentes a autématas sobre X:

(i) Dado un autémata M (AFD o AFN o AFN-)), jes L(M) = X*?

(ii) Dado un autémata M (AFD o AFN o AFN-)), jacepta M alguna
cadena de longitud 12507

(iii) Dado un autémata M (AFD o AFN o AFN-)), jacepta M alguna
cadena de longitud mayor que 12507

(iv) Dado un autémata M (AFD o AFN o AFN-)), ;acepta M todas las
cadenas de longitud impar?
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(v) Dados dos autématas M; y My (AFD o AFN o AFN-)), ;existe alguna
cadena que no sea aceptada por ninguno de los autématas M; y My?

(vi) Dado un autémata M (AFD o AFN o AFN-)), (Es L(M) cofinito?
(Un conjunto es cofinito si su complemento es finito).

2. Encontrar algoritmos de decisién, que no utilicen autéomatas, para resolver
los siguientes problemas:

(i) Dada una expresién regular R, jes L(R) # @7 Ayuda: puesto que las
expresiones regulares se definen recursivamente, el algoritmo requiere
descomponer la expresiéon R y utilizar criterios de vacuidad para la
union, la concatenacion y la estrella de Kleene.

(ii) Dada una expresion regular R, jcontiene L(R) por lo menos 150 ca-
denas?

[0 Al considerar problemas de decision lo importante es la existencia o no
de algoritmos de decisién, no la eficiencia de los mismos.

0 En el Capitulo 6 se mostrara que existen problemas indecidibles, es decir,
problemas para los cuales no hay algoritmos de decision.



