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1.8. Operaciones entre lenguajes

Puesto que los lenguajes sobre X son subconjuntos de ¥*, las operaciones usuales
entre conjuntos son también operaciones validas entre lenguajes. Asi, si Ay B
son lenguajes sobre ¥ (es decir A, B C ¥*), entonces los siguientes también son
lenguajes sobre X:

AUB Unién

ANB Interseccion
A—B Diferencia
A=Y —A Complemento

Estas operaciones entre lenguajes se llaman operaciones conjuntistas para
distinguirlas de las operaciones lingiiisticas (concatenacién, potencia, inverso,
clausura) que son extensiones a los lenguajes de las ya mencionadas operaciones
entre palabras.

1.9. Concatenacién de lenguajes

La concatenacion de dos lenguajes A y B sobre ¥, notada A - B o simplemente

AB se define como
AB={w:ue A, ve B}

En general AB # BA.

Ejemplo| SiX = {a,b,c}, A= {a,ab,ac}, B = {b,b*}, entonces

AB = {ab, ab? ab?, ab®, ach, acb®}.
BA = {ba, bab, bac, b*a, b*ab, b*ac}

Si ¥ ={a,b,c}, A= {ba,bc}, B={b":n >0}, entonces

AB = {bab" : n >0} U {bcb™ : n > 0}.

BA ={b"ba:n >0} U{b"bc:n >0}
={v""a:n>0}U{b"c:n >0}
={b"a:n>1}U{b"c:n>1}.

Dé un ejemplo de un alfabeto ¥ y dos lenguajes A, B sobre X tales
que AB = BA

Propiedades de la concatenacion de lenguajes. Sean A, B, C' lenguajes sobre
Y, es decir A, B,C C ¥*. Entonces
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1. A-o=0-A=0.
2. A-{\}={\} - A=A
3. Propiedad Asociativa.

A-(B-C)=(A-B) -C

4. Distributividad de la concatenacién con respecto a la unién.

A-(BUC)=A-BUA-C.
(BUC)-A=B-AUC - A.

5. Propiedad distributiva generalizada. Si {B;};c; es una familia cualquiera de
lenguajes sobre X2, entonces

A-UB=U B)

icl iel
UBi-A= (B A).
iel iel

Demostracion:

1. A-o={w:ueA ved}=0.

N

A- DN ={w:uec A ve{d}} ={u:uec A} = A.
3. Se sigue de la asociatividad de la concatenacion de palabras.

4. Caso particular de la propiedad general, demostrada a continuacién.

5. Demostracion de la igualdad A- |J B; = J(A - B;):

el iel

rc€A Uy B <= z=u-v, conucA&vel, B
< zx=u-v, conuc A& veDB; paraalginjel
< x€A-B;, paraalginjel
— z el (A B).
La igualdad |J B;- A= |J(B; - A) se demuestra de forma similar.

el el
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Observaciones:

» La propiedad asociativa permite escribir concatenaciones de tres o mas len-
guajes sin necesidad de usar paréntesis.

» En general, no se cumple que A- (BNC)=A-BNA-C. Es decir, la con-
catenacion no es distributiva con respecto a la interseccién. Contraejemplo:

A={a, A}, B=A{\}, C={a}.
Se tiene: A- (BN C) = {a,\} - @ = &. Por otro lado,

A-BNA-C={a A} -{\}n{a,\}-{a} = {a,\} Nn{a® a} = {a}.

Ejercicio Una de las dos contenencias siguientes es verdadera y la otra es

falsa. Demostrar o refutar, segtin sea el caso:

I.LA-(BNnC)CA-BnA-C.
22A-BNA-CCA-(BnC).

1.10. Potencias de un lenguaje

Dado un lenguaje A sobre 3 (A C ¥*), y n € N, se define A" en la siguiente
forma

AP :{)‘}7
A" — AA---A
& 2

n veces

Esta definicién generaliza a lenguajes la definicién de potenciacién de palabras.

1.11. La clausura de Kleene de un lenguaje

La clausura de Kleene o estrella de Kleene de un lenguaje A, A C ¥*, es
la unién de todas las potencias de A y se denota por A*.

A*:UAi:AOUA1UA2u-~-UA”--~ (Descripcién 1)

>0

A* se puede describir de la siguiente manera

A* = conjunto de todas las concatenaciones
de palabras de A, incluyendo A (Descripcién 2)
= {u-u,: u;, €A, n>0}
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De manera similar se define la clausura positiva de un lenguaje A, A C ¥*, la
cual se denota por AT,

A+:UAZ':A1UA2U---UA"---

i>1

AT se puede describir de la siguiente manera

At = conjunto de todas las concatenaciones de palabras de A,
= {ug-u,: uw, €A n>1}

Obsérvese que A* = AT U {A} y que A* = AT si y solamente si A € A.
Propiedades. Sea A un lenguaje sobre ¥, (A C ¥*).

1. AT=A"" A=A A"

2. A* A=A

3. (A*)n = A* para todon > 1.

4 (A) = A
5 AT .AT C AT,
6. (A7) = A~
7. (A%)" = A"
8. (A*)" = At
Demostracion:
1.
A-A = A (AuAtuA?U---)
= AlUA’UAU---
= AT,

Similarmente se demuestra que A* - A = A*.
2. Sixz e A*- A" entonces x = u-v, con u € A*, v € A*. Entonces, x = u - v,
Con U = Uilg -+ Uy, U; €A, n>0 yv=vv9-0y,, v,EA m2>0.

De donde

T=U"V=1UL Uy " Uy V] V2" Unm.
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conu; € A, v; € A, n > 0. Por lo tanto, x es una concatenacion de n +m
palabras de A. Asi que x € A*.

Reciprocamente, si x € A*, entonces x = x - A € A* - A*.

Esto prueba la igualdad de los conjuntos A* - A* y A*.

3. Se sigue de la propiedad anterior.
(A4)" = (@) (@) u(A) o

= {AMJUA*UA UA*U---

= A"

5. La demostracion de esta propiedad es similar a la de la propiedad 1, pero
con la restriccion m,n > 1.

En general, no se tiene la igualdad AT - AT = A™; mds adelante se mos-
trara un contraejemplo.

6.
(49" = ) 'u)’u@)’u.-
= AUA"UA*U---
= A%
7 0 1 2
(A7) = (A7) u (A7) U (Ar) U
= {AMJUAtUATATU. .-
= A*U (conjuntos contenidos en A™)
— g
8.

(A" = (A u (A u(a) U
= AT U (conjuntos contenidos en A™)

Contracjemplo de |AT- AT = A*|.
Sea ¥ = {a,b}, A = {a}. Se tiene

At =A'UA*U-- = {a} U{aa} U{aaa}U-- - ={a" :n > 1}
Por otro lado,

AT AT ={a,d%a?, .. Y - {a,a?d®, . = {d? aPat, . Y = {a" i n > 2},
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Observacion: Segun las definiciones dadas, 3* tiene dos significados:

Y¥* = conjunto de las palabras sobre el alfabeto .

3* = conjunto de todas las concatenaciones de palabras de .

No hay conflicto de notaciones porque las dos definiciones anteriores de >* dan
lugar al mismo conjunto.

Sean A, B C ¥*. Demostrar que

(AUB)" = (A*B")" (1.1)
Ayuda: tener en cuenta tanto la descripcion 1 como la descripcién 2 presentadas
arriba.
1.12. Inverso de un lenguaje
Dado A un lenguaje sobre ¥, se define A~! de la siguiente forma:

A ={uue AL

Propiedades. Sean A y B lenguajes sobre ¥ (es decir, A, B C ¥*).

4. (AH =
5. (AT =AY
6. (AH)'=(A)"
Demostracion:
1.
ze(A-B) =u"!, dondeu € A-B.

1 donde u =vw, v € A w € B.
w)™!, dondewv € A,w € B.
“lp~!, dondev € A,w € B.

-1 -A_l

roree

m
oS
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2. | Ejercicio
Ejercicio

4. | Ejercicio

w

re(A*)! <= x=u"!, dondeu € A*.
< x=(u;-us---u,)" ', dondelosu; € A, n>0.
< w=u'-uy ---u;', dondelosu; € A, n>0.
< ze (A"

.
. Se pueden generalizar las propiedades 2 y 3 anteriores para uniones

e intersecciones arbitrarias, respectivamente?

1.13. Lenguajes regulares

Los lenguajes regulares sobre un alfabeto dado ¥ son todos los lenguajes que
se pueden formar a partir de los lenguajes basicos @, {\}, {a}, a € X, por medio
de las operaciones de unién, concatenacion y estrella de Kleene.

Podemos dar una definicion recursiva de los lenguajes regulares. Sea > un alfa-
beto.

1. &, {\} y {a}, para cada a € ¥, son lenguajes regulares sobre 3. Estos son
los denominados lenguajes regulares basicos.

2. Si Ay B son lenguajes regulares sobre X, también lo son

AUB  (unién)
A-B (concatenacion)
A* (estrella de Kleene)

Obsérvese que X y X* son lenguajes regulares sobre ..

Ejemplos| Sea Y. = {a,b}. Los siguientes son lenguajes regulares sobre .

1. El lenguaje A de todas las palabras que tienen exactamente una a:

A={b}"-{a}-{b}".
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2. El lenguaje B de todas las palabras que comienzan con b:
B = {b} -{a,b}".
3. El lenguaje C' de todas las palabras que contienen la cadena ba:

C ={a,b}" - {ba} - {a,b}".

4. ({a} U{b}) -{a}.
5. [({a}ru{b}) - {b}]"

1.14. Expresiones regulares

Las expresiones regulares representan lenguajes regulares y su proposito es sim-
plificar la escritura de los lenguajes regulares.

La siguiente es la definicién recursiva de las expresiones regulares sobre un
alfabeto ¥ dado.

1. Expresiones regulares basicas:

& es una expresion regular que representa al lenguaje 9.
A es una expresion regular que representa al lenguaje {\}.
a es una expresion regular que representa al lenguaje {a}, a € X.

2. Si Ry S son expresiones regulares sobre Y, también lo son:

RS
RUS
R*

RS representa la concatenacién de los lenguajes representados por Ry S
RUS representa su union, y R* representa la clausura de Kleene del lenguaje

representado por R.

Dado el alfabeto ¥ = {a, b, c},

(aUb™)a*(be)*
es una expresion regular que representa al lenguaje

({a} U{b}") - {a}" - {bc}".
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Dado el alfabeto ¥ = {a, b},

(AUa) (aUb)*(ba)*
es una expresion regular que representa al lenguaje

{Aud{a})”{a,b}" - {ba}".
Ejemplos Los tres prime‘ros lenguajes de la seccién 1.13 podemos representar-
los con expresiones regulares:
1. El lenguaje A de todas las palabras que tienen exactamente una a:
A =1b"ab".

2. El lenguaje B de todas las palabras que comienzan con b:

B =b(aUb)".

3. El lenguaje C' de todas las palabras que contienen la cadena ba:

C' = (aUb)*balaUb)".

Observacion: La representacion de lenguajes regulares por medio de expre-
siones regulares no es unica. Es posible que haya varias expresiones regulares
diferentes para el mismo lenguaje. Por ejemplo, b(a U b)* y b(bU a)* representan
el mismo lenguaje. Otro ejemplo: las dos expresiones regulares

(aUb)” (a*b*)*
representan el mismo lenguaje en razén de la igualdad (1.1) de la seccién 1.11.
Ejemplos Encpntrar expresiones regulares que representen los siguientes len-
guajes, definidos sobre el alfabeto ¥ = {a, b}.
1. Lenguaje de todas las palabras que comienzan con b y terminan con a.
Solucién:  b(a U b)*a.

2. Lenguaje de todas las palabras que tienen exactamente dos a’s.

Solucién:  b*ab*ab*.
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3.

Lenguaje de todas las palabras que tienen un nimero par de simbolos (pa-
labras de longitud par).

Solucién:  (aa U abU ba U bb)*.

Lenguaje de todas las palabras que tienen un ntimero impar de simbolos
(palabras de longitud impar).

Solucién: a(aa U abU ba U bb)* Ub(aa U abU ba U bb)*.

Lenguaje de todas las palabras que tienen un ntimero par de a’s.

Soluciones:
b*(ab*a)*b*.
(ab*a U b)*.
(b*ab*ab*)* U b*.
b*(b*ab*ab*)*b*.

Ejemplo Encontrar una expresion regular que represente el lenguaje de todas

las palabras que no contienen la cadena be, definido sobre el alfabeto

Y ={a,b,c}.

Solucién:  ¢*(bU ac*)*.

FEjercicio| Encontrar expresiones regulares para los siguientes lenguajes:

1.

Y = {a,b}. Lenguaje de todas las palabras que tienen la cadena ab un
namero par de veces.

Y. = {a, b}. Lenguaje de todas las palabras que tienen un nimero impar de
a’s.

Y = {a,b}. Lenguaje de todas las palabras que tienen un nimero par de
a’s o un nimero impar de b’s.

¥ ={a,b,c}. Lenguaje de todas las palabras que tienen un nimero par de
stmbolos.

Y ={a,b,c}. Lenguaje de todas las palabras que tienen un nimero impar
de simbolos.

Y ={a,b,c}. Lenguaje de todas las palabras que comienzan con ¢ y termi-
nan con b.

Y ={a,b,c}. Lenguaje de todas las palabras que no contienen la cadena cc.
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8. (Opcional, Dificil!) ¥ = {a,b}. Lenguaje de todas las palabras que tienen
un numero par de a’s y un ntmero impar de b’s.

Observacion:
No todos los lenguajes sobre un alfabeto dado ¥ son regulares. Mas adelante se

mostrara que el lenguaje
L = {\, ab, aabb, aaabbb, ...} = {a"b" : n > 0}

sobre 3 = {a, b} no se puede representar por medio de una expresién regular, y
por lo tanto, no es un lenguaje regular.



