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TEORIA DE AUTOMATAS Y LENGUAJES FORMALES NICOLAS KOVAC NEUMANN (Revisado Julio/2005)

Breve comentario introductorio

Estos apuntes no quieren (ni mucho menos) sustituir los que impartird el profesor de la
asignatura. Sirven tnicamente como una especie de "baston" a la hora de estudiar la
asignatura. Fueron tomados en el Curso 2003/2004 y los he intentado organizar de
alguna forma para poder pasarlos a ordenador y posteriormente ponerlo a disposicién de
la gente. Es muy posible que encuentren mds de una errata, estos apuntes fueron
tomados por mi en clase, por lo que me he podido equivocar hasta copiando de la
pizarra. De ser asi ruego me lo comuniquen para corregirlo lo antes posible.

He obviado pasar el tema O del curso, que es una introduccién al C++, porque en mi
opinién no tienen nada que ver con el contenido real de la asignatura, y quiero

centrarme estrictamente en el contenido de la materia.

Los titulos en rojo anuncian el comienzo de un nuevo tema, que explicaré hasta
que aparezca otro titulo en rojo o se termine el temario.

Los titulos en azul corresponden a subapartados de un determinado tema, que
también explico a continuacion.

Def: corresponde a una definicién de algin término o términos, que aparecen
subrayados.

Teor: corresponde al enunciado de algin teorema.

Dem: implica el inicio de una demostracion.

Agradecimientos a: David Taima Herndndez por la notable mejora de los dibujos.

Espero que estos apuntes les sirvan de algo... un saludo.

Cualquier cosa que me quieran comunicar, sean erratas, comentarios, etc., lo pueden
hacer a la siguiente direccion de correo: NKNeumann @ gmail.com
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TEMARIO DE LA ASIGNATURA

Tema 1: Conceptos Previos

Tema 2: Conceptos Basicos

Tema 3: Lenguajes regulares y Automatas Finitos

Tema 4: Gramaticas. Lenguajes Independientes del Contexto
Tema 5: Mdquinas de Turing

Tema 6: Resolubilidad
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Tema 1
Conceptos Previos.

Légica Proposicional.

e Equivalencia P = Q Significa que P es equivalente a Q, siempre que P es cierto
= Q es cierto, y siempre que P es falso = Q es falso.

P.ej: " A es entero”" = "N es finito" (ambas falsas)

e Negacién (p — —p)

Tabla de verdad
P -p
F T
T F

(F =False, T = True)

e Conjuncién (p A Q)

Tabla de verdad
P 4 [ pAq
F F F
F T F
T F F
T T T

e Disyuncién (p v q)

Tabla de verdad
P49 | pvgq
F F F
F T T
T F T
T T T

¢ Condicional (p = q)

Cuando hablamos de una proposicién condicional, de la formap — g, a "p" se

le llama hipétesis o antecedente, y a "q" se le llama consecuente o conclusién.

Tabla de verdad
P—q

S|
|| |mpe
I
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e Reciproca (q — p)

La tabla de verdad se saca facilmente viendo el ejemplo anterior

* Contrapuesta (=q — —1p)
Tabla de verdad

—|q—)—|p

S| e
||| me
I

Como se puede apreciar, la Contrapuesta es equivalente a la Condicional.

bicondicional

Si(p = @) A(@—=>p)=p <q
Es equivalente a decir, p sii (si y sélo si) q.

Si p y q son equivalentes, entonces p <> es una tautologia.

Def: Una tautologia es una proposicidn siempre cierta.
Def: Una contradiccién es una proposicioén siempre falsa.

Sip — g es una tautologia, se escribe p = q
Si p <>q es una tautologia, se escribe p & q

Def: Se llama p(x) a una frase abierta o funcién proposicional, donde

x" es la variable proposicional.
P.ej.: x2-1=0. Esta ecuacién depende de la variable "x".

Def: Se llama "Conjunto de significados de una variable" al conjunto de
entidades que pueden sustituir a las variables.

P.ej.: Sea A=1{1,2,3}.
(Existe algin elemento de A que haga cierta la ecuacion
del ejemplo anterior? Vemos que el 1 la hace cierta, luego
A es un conjunto.
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Def: Se llama "Conjunto de verdad" a aquel subconjunto del conjunto
de significados que hace cierta la funcién.

P.ej:
La funcion Conjunto de significados Conjunto de verdades
{1,2,3} {1}
2-1=0 {N} {1}
{P} {1,-1}

e Cuantificadores

Son cuantificadores los siguientes simbolos:
Universal

Para todo x, P(x) es verdadera

YV x, P(x)

Existencial
Existe un x del conjunto de significados para el que P(x) es cierta

JxP(x), 3xP(x) (3 = "Existe un tnico")
Sea | (tal que)

Teor: = (VxP(x)) =3dx|-P(x).

Teoria de conjuntos.

Se denotardn los conjuntos con letras mayusculas, y los elementos con letras
mintsculas.

Sea el conjunto de las vocales, A = {a, e, i, 0, u}.
Sea el conjunto de los nimeros naturales, N = {0, 1, 2, 3, ...}.
Sea el conjunto de las letras, L = {a, b, ¢, d, e, f ...}.

a € A (a pertenece al conjunto de las vocales).
b ¢ A (bno pertenece al conjunto de las vocales) .

a,b & N (a, b no pertenecen al conjunto de los niimeros).
a, b € L (a, b pertenecen al conjunto de las letras).
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Teor: Dos conjuntos son iguales si contienen los mismos elementos.
Def: Se denomina cardinal de un conjunto, y se representa por |Al,
siendo A el nombre del conjunto, al nimero de elementos de dicho

conjunto.

Algunas cuestiones de notacion:

a #{a}; el ELEMENTO "a" es distinto al CONJUNTO que contiene "a".

a € {a}; el elemento a es subconjunto del conjunto que lo contiene.

A cCB ; sedice que A estd contenido en B.

{a, b}# {{a, b}} ; el conjunto {a, b} es distinto del conjunto que lo contiene.

Teor: (AcB)A(BcA) < A=B.
Teor: Si(AcB)ABcC) =AcCB.
Def: Existe el llamado Conjunto Vacio (<), que es el que no tiene

ningln elemento. & c A, V A (el vacio es subconjunto de todo
conjunto).

Def: Se denomina Conjunto Potencia al conjunto de todos los
subconjuntos de A.

Se denota por @ (A). Este conjunto debe tener 2* elementos.

P.ej.: A={0, 1}
2% =p(A) = {{0}, {1}, {0, 1}, {D}}
{(D}e2*, VA
12%1= 2"
Ae,2* VA

Def: Definicion de Familia Indexada de Conjuntos.
Sea I conjunto.
Si Vael, Ao es un conjunto, {Ac | o €I} se llama F.I.C.

P.ej.:
Si Vn>0, An=[—l,l],{ An lneN,n>0 }es FIC.
non

11
An={[-1,1],[-=.= ], ...
n={lLILEZ. 3k
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Operaciones con conjuntos.

e Unién (AUuB)={xlxe A v xe B}
e Interseccion (ANB)={x1xe A A xe B}
e (Complemento de B relativoa A (A-B)={xlxe A A x¢ B}

Def: Ay B son disjuntos si no tienen elementos comunes, es decir, si
ANnB={J}

Def: Se llama U al conjunto universal

Ejemplos:
U-A={xlxeUAaxgA}, también se denomina conjunto
complementario de A, se denota también: A
U=
@=U
Teor

1) AUB = ANB
2) ANB=AUB
3) A=A (doble complementacién)
4HA-B=ANB
Def: Se define el Producto Cartesiano como:

AXB ={(a, b) | aec A A be B}
(a,b)=(a",b) a=a AN b=Db'

Def: Se define una relacién como:
ARB, si(a, b)e R = aRb

Ejemplos:

R cAXA (relacion sobre A)
R < NxN

(x, y)e R six<y

Def: Se define el Dominio = Dom(R) = {xe Aldye B, (x, y)e R}
Def: Se define la Imagen = Im(R) = {ye Bldxe A, (x, y)e R}
Def: Se define la particién de un conjunto como:

Sea A+ O,
El conjunto W de subconjuntos de A es una particién de A si
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Def:

Def:

Teor:

Teor:

Def:

verifica:

1) VA, Be ¥, AnB=J, 6 bien A=B

2) vB=A
X,

P.ej.:
Sea A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
W= {{0,2,4,6},{1,3,5,7},{8,10},{9} }

La unién de todos los subconjuntos de ¥ da como resultado "A",
con lo cual se cumple la regla 2) antes especificada.

Se define Relacién de Equivalencia del siguiente modo:
Sea W una particion de un conjunto X# .

P.ej.:

Relacién sobre X: R < XxX

R={(x, y) | xeyestan en el mismo conjunto de ¥ }
X={1,2,3}

V={{1},{2,3}}

R={(2,3),(2,2),(3,3),(1,1),(3,2)}

Esta relacion tiene 3 propiedades:

1) Reflexiva— VaeX, (a,a)e R

2) Simétrica— Vx,ye X, xRy=>yRx

3) Transitiva— Vx,y,ze€ X, xRyAyRz= xRz

Si cumple las tres propiedades, estamos hablando de una relacién
de equivalencia.

Se define Clase de equivalencia, como:
Sea R relacion de equivalencia sobre X
Sea ae X,
[a] = clase de equivalenciade a = { ye X 1 (a, y)e R }

Las clases de equivalencia de una relacion de equivalencia
forman una particion del conjunto sobre el que esta definida la
relacion.

Cualquier particion de un conjunto describe una relacion de
equivalencia sobre el conjunto.

Se define Funcién Total de la siguiente manera:
Seaf cAxB
1) Dom(f) = A
,V)E
’) Lyefl
(x,2)e f
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Dicho de otro modo, todos los elementos de A tienen que tener
imagen en B.

Def: Se define Funcién Parcial de la siguiente manera:
Seaf c AXB
1) Dom(f)c A
5 (VS } N
(x,2)e f
En este caso, sin embargo, no todos los elementos deben tener
imagen en B.

y=z

Def: Se define Funcién Inversa como:
Sea ycB, f' (y)={xe A lf(x) =y, para algin ye Y}

Def: Se define Funcion Inyectiva como:

Seaf: A ——B
f es inyectiva si,

(x,y)€e f} ~
=x=z
(z,y)e f

fx)=fz) = x=z2

Def: Se define Funcién Sobreyectiva como:

Seaf: A —— B
fes sobreyectiva si, Vye B, Ixe Alf(x) =y

Def: Una Funcidn es Biyectiva si y s6lo si es inyectiva y sobre.

Ejemplos:

tN —> N Funcién inyectiva y sobreyectiva
x o fly=x

N — N
P o &P =p+] Es inyectiva, pero no sobre (3£ (0))

h: PllH—— (@ Hay elementos de y que no son imdgenes
qg o hg=4q¢ de x, luego no es inyectiva (por ej, los n°s
negativos), y tampoco es sobre porque por
ejemplo el -1 y el 1 tienen la misma imagen.

Def: Se define la Composicion de funciones como:
Sean R cAxB, 3 <cBxC

S aR={(a,c)l FbeBl(a, b)e R A(b,c)e I}

Ejemplo:
R ={(0,1),(1,3),(1,2),(0,2)}

10
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Def:

3 ={(La)(1,b)}
3 n%z{(oaa)’ (Oeb)}
R nS=®

Seanf, g: A —— A
gaof = {(a, b) | Para algin x€ A, fla) =x A g(x) = b)}

Ejemplo:

Sean flx)=x3-7Tygx)=x+5
fog()=fgx)) =f(x +5)=(x +5)3-7
gafX)=g(f(x) =g(x3-7)=x3-7T+5=x3-2

Se define Induccién de la siguiente manera:

Sea AcCN,
A es inductivo si:
VxeA,x+1eA

Por ejemplo:
{10,11,12,13,14,15...} es inductivo
{1,3,5,7,...} no es inductivo

Si es un conjunto inductivo, y ademds Oe Conjunto, Conjunto = N.
Dicho de otro modo:
0 A

es cierta para todo ne N.
n=n+l

Principio de Induccion Matematica.

Dem:

Dado Ac N,
1)0e A
2) A es inductivo

Si se cumple 1) y 2), se puede afirmar que A = N

Sean+2<3(n+1)

n n+2 3n+1)
0 2 3
1 3 6
2 4 9
3 5 12

Nota: Lo anterior NO es una demostracion, lo posterior, si

11
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SeaB={ne Nln+2<3(n+1)}

Es B = N? Lo intentaremos demostrar usando la induccion matematica.

2

B=

n+2=2 .y .
1)n=0; 2 < 3, luego la funcién es cierta para n=0,
3(n+1)=3

luego ya tenemos base de induccion.

2)Sup. n+2<3(n+1) (Hipdtesis de induccién)

nm+1)+2 < B((n+ 1)+ 1) (hay que demostrar si se cumple ¥V n)
m+1)+2=n+3=m+2)+1<3n+1)+1=3n+4<3n+6=
3((n+ 1)+ 1)

3)Concl.: B=N,n+2<3(n+1), VreN

Dem P(n):1+3+5+..+Q2n-1)=n?

n Y n?
0 1 1
1 4 4
2 9 9
3 16 16

Como vemos, para n = 0 no vale, sin embargo, si vale para N - {0}

DSin=1,1=12
2)Sup. 1 +3+5+...+@2n-1)=n?
Hip. de induccién: 1+3+5+...+(2g-1)=¢?

1+3+5+..+2g- D)+ Qg+ -1) =(g+ 1)?
14345+ +Wl-D+Q@g+1D)-D=g2+ Qg+ 1)=(q+ 1)

3) Luego vemos que P(n) es cierta Vne N - {0}
Def:  Definicion de Cardinalidad:

Ay B son equipotentes (A = B) (que tienen el mismo cardinal) si
df: A—— B , con fbiyectiva.

P.ej.
{a, b, c} ={1,2,3} Como vemos, tienen el mismo cardinal.

12
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PN

A=C
Teor: B=D AuB=CuD
ANB=CnNnD=Y

Def: Se definen Conjuntos N_del siguiente modo:
VKe N,N,={1..K}

A es finito si:
a) A=, en este caso cardlAl = 1J1=0

b) A= YB = A ,,eneste caso cardlAl=I N , =K
Be@

ANB=J
Teor: IAUBI=IAl + Bl
A, B, finitos

a) A=, |IAUBI=IBI =0 + IBI = |Al + IBI
b) B=J, IAUBI=IAl =0 + |Al = |Al + IBI
A+ D AB# I

IAl=m = 3f A —— N, biyectiva

Bl=n = dg:B —— N, biyectiva

Teor: Teorema del palomar

Sea el conjunto P el de las palomas, y N el de los nidos

X
X

%
X—

%
X—

%
X/
X

P N

13
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Vemos que hay mas palomas que nidos, luego al menos en algin
nido deberd haber mas de una paloma, con lo cual:

[Pl > INI
f: P—— N, fno es inyectiva.

Corolario (consecuencia menor del teorema):

Def:
Def:

Teor:

Teor:

Teor:

Si A es finito y BCA,

B=/A

Un conjunto es enumerable si A= N.
Un conjunto es numerable si es enumerable o finito.
Sea A enumerable,
Si Bc A, B es infinito
U
B es enumerable
Como A es enumerable= 3ff A——> N A If N—— A
es biyectiva.
fin)=a,
A={a,,a,,a,...a,}
Sea h , el primer subindice tal que a,, € B
Sea h, el primer subindice tal que a,, € B - {a,, }
A
Sea h, el primer subindice tal que a,, €B-{a,,a,,a,._}
U
B es enumerable
Todo conjunto infinito contiene un subconjunto enumerable.
Sea X+, Ix,eX, Ix, X, ...
IXI < 1Ylsi 3ff X —— Y inyectiva.
IXI<IYIsiIXI < 1Yl A X#Y
Teorema de Cantor.

IXI < 1 (X

14
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Tema 2
Conceptos Basicos. Lenguajes.

Alfabetos, cadenas y Lenguajes.

Def:

Def:

Teor:

Def:

Def:

Def:

Se denomina Alfabeto () ) a un conjunto finito y no vacio de
simbolos.

Ejemplos:
r={0,1} L={a}
r={ .-} Y ={0, ®}

Si X,y X, sonalfabetos, Y. , U Y , es un alfabeto.
Si X,y X, sonalfabetos, Y. , N X , es un alfabeto, siempre que
dicha interseccion sea distinta del vacio,

Sea ) ={a, b, c}
aey,
€e¢ )Y

Se denomina Cadena, palabra o frase a una secuencia finita de
simbolos de un alfabeto.

Ejemplos:
w=0101 w=aaaaa
w=: - - - w=00

Y ae Y, aes cadena sobre Y. .
;i0jo!, Sea Y ={a, b}, ab+# ba

lwl = Longitud de la cadena w
Ejemplos:

w = awaiiac, Iwl = 6
w=a,lwl =1

Se define cadena vacia, y se denota por 4 (épsilon), aquella cuya
longitud sea 0.

A = Cadena vacia, lel = 0.

Se define lenguaje formal al conjunto de cadenas sobre un

alfabeto.

Ejemplos:

Sea ) =1{0, 1}

L,={0, 1,11, 1111} L,={0,1}=X

15
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L,={0, 00, 000, 0000.......
L,={s, 1, 10, 110,...} L.=0

Teor: Un lenguaje SI puede ser vacio, como es el caso de L.

Aclaracién: {e} #

Mas ejemplos:

Sea ) = {x, *}

L, ={x} L, ={x##%% x}
L3:{*’**’***’_“

L,=0 L,={¢}

we L. (pertenece al lenguaje)

7z

. 0
Si tenemos una cadena sobre Y,

we L. (no pertenece al lenguaje)

Def: Dado Y, se llama lenguaje universal a ¥, *, o cierre de Y. Es el
lenguaje de todas las cadenas que puedo formar con ese alfabeto.

Ejemplo:
Y ={a}, L*={¢,aq,aa,aaa...... }

Teor: Sobre cualquier Y., ). * es infinito.

Operaciones con cadenas.

Sean x, we Y. *,
e x- w = concatenacion
Sea Y ={a, b, c}
a,be ), ,ce) , ab c=abc

Iwxl = Iwl + Ixl
we=egw=w, Vwe ) *

e w"=potencia

e, sin=0
W= W'l sin>1
Sea Y. ={1,0}
w=010e ¥ *

16
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(010)° = ¢
(010)t = 010- (010)’=010- €=010=w
(010)2=010- 010- (010)° =010- 010- &€ =010- 010=010010

Def: Una cadena es igual a otra sii tienen la misma longitud y los
simbolos en la misma posicion.

Def: Se define un prefijo de la siguiente manera:
Sean x, we Y *,
x es prefijode wsiw=x- y,si Iye L *lw=x-y

Teor: Toda cadena es prefijo de si misma

Ejemplos:

Sea w=123,

Prefijos(w) = { O, 1, 12, 123}

Def: Se llaman prefijos propios aquellos que no son iguales a la cadena

Def: Se define subcadena de la siguiente manera:
Seawe Y *,

x€ ) * es subcadena de w si w = zxy, 3z, ye ¥ *Iw = zxy
Teor: ¢ es subcadena de toda cadena.
Ejemplos de subcadenas:
Sea w = 123,
Subcadenas sobre w: 1, 2, 3, 12, 23
(Cudntas subcadenas se pueden formar con una cadena?
s=1+2+3+...+m

s=m+m-1 +..+1
2s=m+ 1)+ (m+ D+..+(m+1)

/ Porque € es subcadena de toda cadena
m(m+1
(—) +1

2s=(m+1) m = s=

Def: Se define una subsecuencia de una cadena como una
combinacién de simbolos de dicha cadena en orden, pero no
tienen que ser consecutivos.

P.ej.:
w = abcre; Subsecuencias: "ace", "abre", "acre", "bre", "are"...

El ndmero de subsecuencias que se pueden formar con una
cadena es de 2"

17
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Def: Se define la inversa o traspuesta de una cadena como:

.| siw=e
w'=y
yla siw=ay(ae X, ye L %)

P.ej.:
(arroz)' = (rroz) 'a = (roz) 't = (0z) 'rra = (z) 'orra = €'zorra = zorra

Operaciones con lenguajes.

Sean L, L, lenguajes sobre ). .
L,L,cL*

Concatenacién: L,- L,={ xye Y *lxeL, AyeL, }

P.ej.:
L, ={0,1}
L,={a, b, cd}

L,- L,={0a, 0b, Ocd, la, 1b, 1cd}

Potencia:
SeaLc ) *,

. |a sin=0
L= )
LI sin>1

P. ej.:

L={0 1)

L'={e} 2T

L'=L L°=L- {g)=L={0, 1)
[2=L. L'=LL={00, 01, 10, 11}
L°= Numeros binarios de 5 bits

Teor: Todo alfabeto es un lenguaje
Teor: @°={¢}
Teor: O =, Vx2>1

SeanL ,L, c ) *
L, UL, ={xe Y *lxeL, v xeL,}
L, NL, ={xe L*IlxeL, A xeL,}

Def: L, essublenguajedeL, siL, cL,

Teor: Todo lenguaje L sobre }. esLc ). *

18
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Teor: Dos lenguajes son iguales si tienen todos sus elementos iguales

Teor: SeanL,,L,,L,c ¥ *
L,(L,UL,)=L,L, UL L,
(L,UL,)L,=L,L,UL,L,

Def: Se define el Cierre de Kleene (o cierre estrella) de este modo:

L#*= YLi =L°ULlul2ul3uU ... Por eso existe Y *
i=0

Def: Se define el Cierre Positivo de este modo:

L= YU =Llul2ul3u ...

i=1
Teor: L*=L*-{¢}
Complementacion:
SeanL,,L, c ) *,
L, -L,={xe Y*IxeL, nxeL,}
Y#*-L=L={xe YL*Ixe L *AxeL)}
Teor: A" = AA* = A*A
Teor: (A¥)* = A%

Teor: (A" =A"

Expresiones regulares.

1) & es Expresion regular

2) € es Expresion regular

3) Vae ), aes Expresion regular

4) Sir, y r, son expresiones regulares= r,- r,,r, I r,, r* son E.R.
5) Ninguna otra secuencia de métodos es Expresion regular.

Teor: Toda expresion regular representa un lenguaje regular

r L(r) <4— Lenguaje representado
%) %)
£ €
a {a}
ry- 7, L(rl)' L(rz)
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rolr,

Lr))uL(r,)

%
ry

L(r )*

Inversa:
SealLc ) *,

L'={we Y *lw'eL}

P.ej.:
L ,={abra, cadabra}
L' ={arba, arbadac)
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Tema 3
Lenguajes Regulares y Automatas
Finitos.

Expresiones Regulares.

Tiene que ser finito
Lc) * <: )

Tiene que ser infinito enumerable (ILI=INI)

P.ej.:
Y. ={d, c, z}
Y *={e.,d czdddcdzcdcccz,zd z¢,2z7......
Y *=N
Teor:
P =2"

N < 2 } Ningin método de especificacion determinard TODOS los
NIk

lenguajes sobre un alfabeto.

Ejemplo de expresién no regular:
{b',i>0}={ ¢, b, bb, bbb, bbbb....... } =b*

Sin embargo, p.ej.:

{a'b’1i,j=0}={¢,a,b,ab, aab, abb,.....}

Si es regular, porque se puede hacer concatenando algunos lenguajes.
En este caso seria por ej:

L,={a},L,={b},L,* L,* =a*b*, que demuestra que es regular.

Teor: Seanr, s expresiones regulares.
r=s < L(r)=L(s)

Teor: Puede que hayan varias expresiones regulares que representan el
mismo lenguaje.
P.ej.
(a*b)*= €l(alb)*b
L(el(alb)*b)={ €, ab, b, aab, ababab.... }

Teor: Orden de precedencia entre operadores

*
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Notacién: rlG = r? El signo de interrogacion significa que puede que r esté o no

Equivalencias entre expresiones regulares.

rls=slr r(slt)=rslrt
rl@=90Ilr=r (rls)t=rtlst
rlr=r r¥=r¥*=r¥*r¥=_glr)*=r*(rle)=c¢lrr*
risl=@ls) |t (rls)*=(r*ls*)*=(r*s*)*
re=ger=r r(sr)*=(rs)*r
rd=0r=0 (r¥s)*= Ql(rls)*s
(rs)t=r(st)

Ejercicios:
Describir con palabras qué lenguaje representan las siguientes expresiones regulares:

Expresion regular Descripcion
0* Cadenas de ceros de cualquier longitud
(OI1)* Cadenas binarias de 0 y 1 de cualquier longitud
(10)* Cadenas binarias donde cada 1 va seguidode un 0, 6 es ¢
(OIT)*1(110)* Cadenas binarias con al menos un 1
(1110)* Cadenas binarias que no tienen 2 ceros consecutivos, 6 es €
1(0I)*1 Cadenas binarias que empiezan y terminan en 1
1#01*01* Cadenas binarias que tienen dos ceros
(0I1)*00(110)* Cadenas binarias que tienen la subsecuencia 00

Dada la descripcidon del lenguaje, encontrar una expresion regular equivalente.
(Se supone ). ={0, 1})

Cadenas binarias que acaben en O (110)*0
Cadenas con sélo un 0 1*01*
Cadenas binarias que no contienen "000" ((1*10)(1*10)1)*
Cadenas que si tienen un 1 va precedido y seguido de un 0 0*(010)*0*

Def: Un conjunto es cerrado con respecto a la operacion # si:
Vv x, ye C, x#tye C
Ejemplos:
Z* este conjunto es cerrado respecto a la multiplicacion
7/ este conjunto no es cerrado respecto a la divisién

Conclusién de la parte: El conjunto de los lenguajes regulares es el menor conjunto
cerrado respecto a las operaciones: Unidn, interseccidn, concatenacion,
complementacién y cierre de Kleene, y que contiene el & y los lenguajes unitarios.
Aparecen en analizadores 1éxicos y en biisqueda de patrones.
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Autématas Finitos Deterministas (AFD, DFA).

Se define un Autémata Finito Determinista como una quintupla del siguiente modo:

M=(Y,Q,F, qo,d)
Descripcion de cada uno de los elementos del autémata:
Y. — Como ya sabemos, es el alfabeto, en este caso el alfabeto del autémata
Q — Es el conjunto de estados del autémata. Q# &, ha de ser finito y
QN Y =9
F — FcQ, es el conjunto de estados de aceptacion, o estados finales
q,—9q,€< Q, es el estado de arranque o inicial del autémata
&— Es la funcidn de transicion del autémata. Viene definida como:
&:QxY ——Q
&g, a)=p
p-q€Q
ac ),

Aclaracién: & es una funcidn, estd definida para todos los pares Qx ).

Estructura de un automata.

abcdefgHiljklmnop..$

Este es el procesador del
autéomata. Decide qué hacer
ante la entrada que se lee.

El autémata no puede
cambiar la cadena

La flecha muestra en qué
estado (qQ) se encuentra el
autémata.

Nota: El apuntador del automata devuelve el estado en el que se encuentra,
que puede ser de aceptacion o no. Si es de aceptacion "acepto la
cadena", si no, "no acepto o rechazo la cadena".
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Diagrama de transiciones de un autémata.

Sea ¥ ={a, b},Q=1{0, 1, 2}, ¢q,=0, F= {2}, y 0 viene definida asi:

q,/6 a b
0 1 0
1 2 0
2 2 2

Se define el diagrama de transiciones de dicho autémata como un grafo dirigido, en el
que los estados se representan por nodos, las transiciones por flechas, de tal manera que
dicho grafo satisface la definicion de la funcién de transicién, o .

En este caso, en el autémata la funcién o serfa:
600,a)=1,60,b)=0,6U,a)=2,6,b)=0,52,a)=2,6(2,b)=2

Nétese que para todos los simbolos del alfabeto, existe una transicién de algin estado.
Sabiendo esto, el anterior autémata quedaria representado asi

b a, b
. ()
g a
A
El estado inicial se representa por 7
Los estados finales se representaran por

Las transiciones lo hardn como: 6 (g;, a) = g &

Def  Se define un estado de absorcién o muerte como aquel estado qe Q, y
q¢ F, que no tiene ninguna transicién hacia ningin otro estado (opcionalmente, a
si mismo puede tenerlos), tinicamente hay transiciones que inciden en él. Es
decir, si 6 (¢, a) = D, 6, 6 (q, a)=q, Yae Y.
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Como vemos, el estado 3 no tiene ninguna transicion, inicamente hay
transiciones que inciden en él. Ademads, 3¢ F, luego 3 es un estado de muerte.

Cuando tenemos estados de muerte, se toma el convenio de no dibujarlos.

En este ultimo autémata,

Si w = aaab= El autémata acepta la cadena, puesto que para en 2, que es
estado de aceptacion.
Si w = bbba=> El autémata rechaza la cadena, puesto que para en 3, que no es
un estado de aceptacidn.

Ejercicio

Hacer el automata que reconozca este lenguaje: (alb)aba*

YOROROR o

En este diagrama de transiciones, se ve que se ha omitido un estado de muerte, porque
por ejemplo el estado 1 no tiene transicioén con el simbolo "b", y va a parar a dicho

estado de muerte. Igual pasa con el estado 2 y el simbolo "a", y el estado 3 con el

simbolo "b"

Ejercicio

Hacer el diagrama de transiciones con esta definicién del autémata:

Q={0,1,2,3}
Y ={a, b}
q,=0
F={0, 1, 2}

q./6 a b
0 0 1
1 0 2
2 0 3
3 3 3
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Como vemos, el estado 3 es un estado de muerte y podia haberse omitido.

Este autémata, por ejemplo, acepta combinaciones de cadenas que no tengan 3 "b"
seguidas.

Ejercicio

Q={q,.q; ) q./6 | 0 1
Y ={0, 1} 90 9o q,
F={q,} q, q, g,
9079

0 0

1
PR

Teor: Los lenguajes reconocidos por los DFA son los lenguajes regulares

Ejercicio.
Suponiendo Y. ={0, 1}, dibujar los diagramas de transicién que reconozcan:

a) Cadenas terminadas en 00

b) Cadenas con dos "unos" consecutivos

c¢) Cadenas que no contengan dos "unos" consecutivos

d) Cadenas con dos "ceros" consecutivos o dos "unos" consecutivos
e) Cadenas con dos "ceros" consecutivos y dos "unos" consecutivos
f) Cadenas acabadas en 00 0 11

g) Cadenas con un "uno" en la antepeniltima posicidn

h) Cadenas de longitud 4.
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a)
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Def: SeaM=(YX,Q,F, q,,0), conp,q € Q, se definen estados equivalentes,

y se denota por p=q & Vwe Y *, § (p, wWNFxJ < 6 (¢, wNF=J, es
decir,si los dos estados se comportan igual ante todas las cadenas de ). *.

Def: Se dice que r, se Q son distinguibles, si we Y. *I§ (r, w)e F A § (s, w)&F.

Algoritmo de Reduccidn de estados de un DFA.

Este algoritmo nos permitird minimizar el nimero de estados de un DFA de tal manera
que el funcionamiento antes y después de minimizar sea el mismo. Se parte de un
conjunto llamado 7, que contendra a su vez dos conjuntos, uno que serd Q - F y otro

que serd F, es decir:
n,={F, Q-F}
Los sucesivos pasos 7, con i>0, se conseguirdn de la siguiente manera:

Hay que coger los distintos simbolos pertenecientes a€ )., y mirar a dénde transita cada
estado de cada cada uno de los conjuntos. Si algiin estado ge Q transitase con dicho
simbolo a otro conjunto, éste se separa en un conjunto distinto, y se vuelve a aplicar
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dicho algoritmo. Si hubiera un conjunto cuyo cardinal fuera uno (es decir, tiene un
elemento), no hace falta comprobar con €l las transiciones, puesto que éste no puede
cambiar. Si en algin paso del algoritmo, dos o més estados de un mismo conjunto
transitasen a un mismo conjunto distinto del que estdn, esos estados se separan en un
conjunto nuevo. El orden en que se aplican los a€ Y. puede ser arbitrario. El algoritmo
para una vez que no hayan cambios con NINGUNO de los a€ Y., es decir, con ningin
simbolo del alfabeto. Los estados equivalentes seran aquellos que pertenezcan a un
mismo subconjunto de 7, siendo 7, el dltimo paso.

Ejemplo:

Se supone ). ={a, b}.

T, = {F’ Q_F} = {{E}’ {A’ B’ C7 D}}

Si elegimos "a" como simbolo del alfabeto, no hay cambios, puesto que no hay
ningtn elemento de Q que transite a uno de F, ni viceversa. Probemos ahora con la "b".

Con la "b" vemos que el estado D, transita a E, que es de aceptacion y estd en un
conjunto distinto al de los Q. Separamos dicho estado en uno distinto.

m,={{E}.{A, B, C}, {D}}
Igualmente con el simbolo "a" ahora no hay cambios, sin embargo con la "b", vemos
que el estado B transita a D, que estd en otro conjunto. Lo separamos.

m,={{E}, {A, C}, {B}, {D}}

Ahora ni probando con la "a" ni con la "b" vemos que haya cambio, con lo cual el
algoritmo termina. Llegamos a la conclusion de que los estados A 'y C son estados
equivalentes. El diagrama de transiciones queda pues asi:
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Otro ejemplo:

m,={{0, 1, 2,4}, {3}}

El estado O con la "b", transita a 3, y el 1 igual, luego los separamos en un conjunto
distinto.

7, ={{0.1}, {24}, {3}}

Si cogemos la "a" como simbolo, vemos que el estado 2 transita al estado 1, mientras
que 4 con el mismo simbolo transita a 4, luego los separamos.

7, ={{0,1},{2},{4},{3}}

Vemos que el estado O con la "a" va al estado 1, que estd en el mismo conjunto, y el
estado 1 hace lo mismo; y el estado O con la "b" va al estado 3, y el estado 1 hace lo
mismo. Por tanto, no hay cambios y el autémata minimo se obtiene uniendo los estados

0y 1, y nos queda un autémata de 4 estados.

Teor: Sitenemos 2 DFAs,M, yM,,M, =M, & LM,)=L(M,)
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Automatas Finitos No Deterministas (FND, NFA).

Los NFAs son un superconjunto de los DFAs, es decir, la relacién que hay entre DFA y
NFA es que los DFAs son un caso particular de los NFAs.

Cuando tenemos mas de una transicion con un mismo simbolo del alfabeto desde un
estado, hablamos de NFA.

Dibujo ilustrativo:

El estado 0, para el simbolo "a" tiene dos transiciones, una al estado 1 y otra al estado 4,
es decir, 0 (0, a) = {1, 4}

Teor: En los NFAs no existen los estados de muerte o absorcion.

Def: Se define un NFA de la siguiente manera:

ME(Z’ Q? F? q0’6)

Los elementos Y- ,Q, F, q,,, se definen igual que en los DFAs, lo que
cambia es la funcion de transicion, J .

Partes de Q
5: QxL —>pQ
0(q,2)cQ
Aclaracién: {Q < 9(0)
Qe p(Q)
En el ejemplo ilustrativo de antes:
Q={0,1,2,3,4} q./6 a B
23] : ia o
0 I (1 2}
0= 2 (2} (2)
3 (D} (D}
4 (<} {4}
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Teor: Sitenemos un NFAM=(Y,Q,F,q,,9),
LM)={we L *16(q,, w)NF#J}
Es decir, el autémata acepta aquellos lenguajes en los que al procesar la
cadena se obtenga un conjunto en el que haya al menos un estado de
aceptacion.

Ejemplo:

0,1 0,1

()

O
1

(®

1

0,1

(W

Sea por ejemplo w = 01001, suponiendo que ), ={0, 1}

5 (A, 0) = {A, D}
§({A,D},1)=8(A, HuUSD,1)={A B} UD={A, B}
5 ({A,B},0)={A,D}u@= {A, D}

5 ({A, D}, 0)={A, D, E}

5 ({A,D,E}, 1) = {A, B, E}

. Se acepta la cadena? El dltimo conjunto, {A, B, E} "F= {E}, luego como {E}# &,
esta cadena se acepta.

Teor: Sean M, y M, dos NFAs,M, =M, & LM ,)=L(M,)
Teor: Siempre se puede convertir un NFA a DFA

Teor: Los NFAs reconocen los lenguajes regulares
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Algoritmo de Conversion de un NFA a un DFA.

Teor: Dadoun NFAM=(Y,Q,F, q,,0),
3 DFAM'=(Y.,Q".F',q,,8') |L(M) = L(M')

1) O'=p(0)

2) X=Y"

3)q,={q,} (conjunto de estados que contiene el de arranque del NFA)
4)F'cQ' (aquellos subconjuntos de Q que contengan algin pe F)
56'Uq1-9,5 —q:bha)={p,,ps P, 1 06Uq, 49,5, g, }, @) ={p,,

PyPul

Para construir un DFA a partir de un NFA, se procede del siguiente modo:

Se toman todos los simbolos de )., y se aplicad sobre el simbolo inicial, q,. Al hacer
eso, dardn como resultado un conjunto A€ £ (Q), que afiadiremos a una lista de Estados
nuevos. Se denomina marcar un estado a aplicar la funciénd sobre todos los simbolos

del alfabeto. A partir de ahi hay que marcar todos los estados nuevos que nos salgan. El
algoritmo para una vez estén marcados todos los estados nuevos. Seran estados de

aceptacién aquellos estados que contengan algun estado de aceptacién del NFA. Por

ultimo se dibuja el diagrama de transiciones.
Ejemplo:

Pasar a DFA este NFA

UO== 0

Z:{a’ b}7 q0=0

a ( )
b
Empezamos aplicando § sobre el simbolo inicial

6 ({0}, a)={1,2} Este conjunto no lo tenfamos, se anade a la lista —
6 ({0}, b)={D} >

Ahora hay que marcar estos estados, y ver si salen estados nuevos.
§{1,2},a)={D) /
0 ({1, 2}, b)={3} No estaba, lo afiadimos /

6({D}.a)=6 ({0}, D)={T}
6 ({3}, a) = {2}
6 ({3}, b)={DT}
6({2},a)={D}
6 ({2}, b)={3}
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Ya tenemos todos los estados marcados, ahora ya s6lo queda pintar el diagrama de
transiciones, luego el DFA quedaria asf:

a,b

Como podemos apreciar, { &} es un estado de muerte, con lo cual en una reduccién de
estados posterior se podria quitar.

NFAs con épsilon-transiciones.

Se puede definir un NFA con épsilon-transiciones (NFA-€) como:
M=(Z, Q, F, q,,9), donde tnicamente varia la funcién 8 con respecto de los NFAs,

estando definida del siguiente modo:

& QX (ZUih——p(0)

Ejemplo ilustrativo
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Como ya sabemos, € representa una cadena vacia, es decir lwl=0, pero también se puede
definir como un simbolo que nos permite transitar a otro estado sin consumir simbolos.
A raiz de esto, se puede definir la e-Clausura.

Def: Se define la e-Clausura (€-cl) como un conjunto de todos los estados a
los que se puede acceder desde un estado qe Q sin consumir simbolos
de la entrada.
e-cl={pe Q| p es accesible o alcanzable desde ¢ sin consumir simbolos de la
entrada}

Pej.:

En el anterior diagrama de transiciones,

e-cl(0) = {0, 1, 3}

e-cl(2)={2,5,0, 1,3} ={0, 1, 2, 3, 5}

e-cl({1,4}D=¢e-cl(l)u e-cl@)={1} U{4,50,1,3}={0,1,3,4,5}

Teor: ge e-cl(q), V ¢q. Es decir, la e-cl nunca puede ser vacia, contendrd al
menos el estado sobre el que se aplica lae-cl, a menos que sea la
e-cl({D}), porquee-cl({ D })={ D }

Seare Q,
6 (r,a)= yo(q,a)
geR
0 (g, €)= £-cl(g)
0 (g, aw)= Ure 6 (e-cl(g), a)
ac ), ,we ) *
8 (r, )= y6(q.@)
geR
En general, § # 6 .

Teor: Sitenemos un NFA-¢, M=(Y,Q,F, q,,0)
LM)={we ¥ *I5 (q,, W) NF=J}

Ejemplo:
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Para saber si we L(M), se procede haciendo la e-cl del simbolo inicial. Posteriormente
al conjunto conseguido al aplicar dicha clausura, se aplica la funcién & sobre el primer
simbolo de la cadena, posteriormente se aplica la

e-cly se vuelve a aplicar 6 sobre el siguiente simbolo de la cadena. Estos dos ultimos
pasos se repiten hasta que se evalden todos los simbolos de la cadena. Si en el conjunto
obtenido haciendo la dltima e-cl hubiera algin estado de aceptacion, la cadena se
acepta, si no, se rechaza.

Seaw=a,wl=1

5 (0, w)=6 (0, a)

e-cl(0)={0,1} (e-cl del simbolo inicial)
6 ({0, 1}, a)={3}
e-cl({3})={1, 3}

{1,3} N F =, luego la cadena se rechaza.

Sea ahora w=ab, lwl=2

e-cl(0)={0,1} (e-cl del simbolo inicial)
6 ({0, 1}, a)={3}

e-cl({3)={1, 3}

o ({1, 3}, b)={2, 4}

e-cl({2,4})={2, 4, 5}

{2,4,5}NF # I, luego acepta la cadena.

Algoritmo de paso de NFA con e-transiciones a DFA.

Para pasar un NFA- ¢ a DFA, se sigue el siguiente algoritmo:

Para empezar, se hace la g-cl del simbolo inicial, esto nos dard un conjunto, al que
llamaremos, por ejemplo, S. Hay que marcar (véase def. en pag. 34) ese estado con los
simbolos del alfabeto. A partir de aqui, cada vez que al marcar cada uno de los simbolos
nos salga un conjunto que aun no tiene nombre, se aplica la g-cl sobre éste, se le da un
nombre, y se vuelve a marcar. Se considerarin estados de aceptacién aquellos conjuntos
que contengan algin estado de aceptacion del NFA- ¢ inicial. El algoritmo para una vez
estén marcados todos los estados nuevos de dicho autémata.
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Y. ={a, b}

e-cl(0)={0,1,2,4,7} =S (&-cl del simbolo inicial)
Ahora marcamos este nuevo estado

o (S, a)={3, 8}

o (S, b)={5}

Ambos son conjuntos que atin no tienen nombre, hacemos sus g-cl

e-cl({3, 8})={1,2,3,4,6,7,8} =B

e-cl({5H={1,2,4,5,6,7} =C

Marcamos dichos conjuntos

0 (B, @)={3, 8} Este ya lo teniamos, es B, luego no hace falta volver a hacer
sue-cl.

0 (B, b)={5,9} No lo tenemos, haremos su clausura.

0 (C, a)={3, 8}=B

0 (C, b)={5}=C

e-cl({5,9})={1,2,4,5,6,7,9}=D

o0 (D, a)={3,8}=B

0 (D, b)={5, 10} No estd, hay que hacer su clausura.

e-cl({5, 10})={1,2,4,5,6,7, 10}=E

o (E, @)={3, 8}=B

6 (E, b)={5}=C

Hemos terminado, ya que todos los estados estdn marcados.
E sera el unico estado de aceptacion ya que es el tinico que contiene el estado 10, que
era el estado de aceptacion del NFA-«¢.

Ahora ya sélo queda hacer el diagrama de transiciones:
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Def: Se dice que un estado qe Q es importante si se da al menos una de
de estas dos reglas:
1)qeF
2) dae Y16 (q,a)+ D

P. ej., estados importantes del ejemplo anterior={2, 4, 7, 8, 9, 10}

Algoritmo de paso de NFA con e-transiciones a NFA sin
e-transiciones.

Teor: Dado un M NFA-¢ M=(Y,Q,F,q,,0), INFAM'=(Y,Q,F ,q,6")I
LM)=LM' )

F =FU {¢geQl ecl(qQ)nF= 3}
8'.Vae Z,S'(q,a)zg(q,a)

En este algoritmo se trata de aplicar la funcién 8 a cada estado con todos los simbolos
a€ Y. . Cuando al aplicarla obtengamos un conjunto con n estados, significa que desde el

estado al que estamos haciendo la 0 , debemos poner una transicién a cada uno de esos
n estados que hemos obtenido al final.

Nota: 5 (g, a) = &-cl(3 (&-cl(q), a)

qeQ
ace )
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Ejemplo
0 1 2
Y ={0, 1,2}

5 (A, 0) =e-cl(8 (e-cl(A), 0)) =&-cl(5 ({A, B, C}, 0)) =e-cl(A)={A, B, C}
Nota: Esto significa que desde el estado A, con el simbolo 0, hemos de afiadir
en el diagrama nuevo una transicion a A, otraa B y otraa C

5 (A, 1) =e-cl(S (e-cl(A), 1)) =e-cl(8 ({A, B, C}, 1)) =e-cl(A)={B, C}
5 (A, 2) =e-cl(S (e-cl(A), 2)) =£-cl(§ ({A, B, C}, 2)) =e-cl(A)={C}

5 (B, 0) =£-cl(8 (e-cl(B), 0)) =£-cl(§ ({B, C}, 0)) =£-cl(D)=T

5 (B, 1) =g-cl(8 (e-cl(B), 1)) =£-cl(§ ({B, C}, 1)) =¢-cl(B)={B, C}

5 (B, 2) =£-cl(8 (e=cl(B), 2)) =£-cl(§ ({B, C}, 2)) =£-cl(C)={C}

5 (C, 0) =e-cl(8 (e-cl(C), 0)) =£-cl(§ ({C}, 0)) =e-cl(D )=

5 (C, 1) =g-cl(8 (e=cl(C), 1)) =£-cl(8 ({C}, 1)) =e-cl(D)=D

5 (C,2) =e-cl(§ (e-cl(C), 2)) =£-cl(§ ({C}, 2)) =£-cl(C)={C}

Seran estados de aceptacion aquellos estados que lo fueron en el NFA- g, y ademas
todos aquellos cuya €-cl contenga algiin estado de aceptacioén de ese NFA- €, en este
caso los tres estados serdn de aceptacion. El diagrama del NFA sin g-transiciones queda
como sigue:
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Construccion de Thompson.

Este algoritmo nos permite convertir una expresion regular en un NFA- g. Para ello, se
siguen las siguientes reglas:

Sean a, B expresiones regulares.

Expresion Regular Autémata finito

’ O O

ol B
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Ejemplo:
Sea a=ba*

| +( o)
v )

a* (ndtese que en este paso el estado 1 deja de ser de aceptacion)

IS

Concatenacion

Otro ejemplo:

o =0111*
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0- 1 (En este paso haremos directamente la concatenacion, que es entre los
estados By C)

Paso de NFA a Expresion Regular (Lema de Arden).

Al igual que es posible pasar de expresion regular a NFA, como hemos visto con el
algoritmo de Thompson, es posible hacer el paso contrario, es decir, pasar de NFA a
Expresion Regular. La descripcion es asi:

Seaun NFAM=(X,Q,F,q,,0). Sea ¢q,€ Q,
A,={we L*16(q,,wNF=} (se definen asi las cadenas aceptadas por ¢,)

Hay 3 reglas:

1) A,=L(M)

2) Es posible que A ;=
3)Si q,€F, €€ A
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Ejemplo:

Ay=aA UbA,

A =aA;UbA,

A,=aA;UbA U ¢ < Regla 3, Si' /q,.eF, €€ A, es decir, como es
A,=aA, UbA, / de aceptacion, se afiade €
A,=aA; UbA U ¢

A=

Como se dice en la Regla 1, el objetivo de estos sistemas es despejar A , lo que nos
dard la expresion regular del NFA.

Como A =0,

A,=aA; UbA ;U e=ab uUbBue=0udue=c¢
A,=aA, UbA;=acubD =a

A,=aA; UbA;ue=A,

A=aA;UbA, =aDd Ube =b

A,=aA |, UbA, =abUba.

Luego, como vemos, efectivamente L(M)=(ablba)

Otros ejemplos de esta técnica

En este ejemplo,
A =aA,UbA,
A =¢
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Luego, A j=aA ,ube=aA ,ub 777
En principio este sistema nos ha dado una expresion sin solucién, ya que la funcién A

depende de si misma. Estos casos tienen una tnica solucidn, y se aplica el llamado
Lema de Arden.

Teor: Lema de Arden
X=AXUB, donde e¢ A, tiene como unica soluciéon X=A*B

Con este lema, podemos afirmar que en el anterior ejemplo A ;= aA , U b, la solucién
es: A, =a*b, luego L(M)=L(a*b)

Dem: Demostracion del Lema de Arden.

X = AXUB < X=A*B
&) X=A*B=(A+U &£)B=A+B UB=AA*B UB=A(A*B)UB, con lo cual X=A*B ]

=) La solucién es unica. Haremos esta parte por reduccién al absurdo.
Sup. que X=A*B U C es soluciéon con A*BNC=J
X=AXuUB
A*BUC=AA*BUC) uUB=AA*BUCUB=A+BUACUB =A+BUBUAC =
(A+u e) BUAC =A*BUAC.
Con lo cual vemos que A*BuUC = A*BUAC

CNn(A*BuUuC)=Cn(A*BUAC)

C=CnAC =CcAC

e¢ A. Es absurdo, la cadena mds corta de AC ha de ser mds larga que la cadena mas
corta de C. Esto sélo es posible si C = &, con lo cual hemos llegado al absurdo por
suponer que habia otra solucidon que no fuese X = A*B, con lo cual ésta es l’mict|

Otro ejemplo

A ,=aA,
A =aA, UDA,
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A,=aA, UbA,
A =aA, UbA, Ue
A,=bA, Ue

Solucién:
Arden

A,=bA,Ue = b¥g =b*

A, =aA, UbA, UE =aA, U(bb*UE) = aA, Ub* = a*b*
A, =aA, UbA, = a(@b*)Ubb* = ab* Ub*

A, =aA, UbA, =a(a’b*Ub")Ubb* =aa’b*Uab+Ub"
A, =aA, =a(aa’b*Uab" Ub") = aaa’b* U aab® U ab"

Luego, L(M) = L(aaa"b* U aab™ U ab™)
Lema: Sea M un Autémata Finito, Juna E.R. r | L(M)=L(r).
Teor: Teorema de Kleene

Un lenguaje es regular sii es aceptado por el
automata finito.

Lema del Bombeo (Pumping Lemma).
Este lema nos permitird demostrar que un lenguaje no es regular.

Dw = xyz
2)lxylEn
Hlyk=1

4xy’ze LNke N

VLc Y * IneNlsiwe ¥ * welLconlwlzn =

Teor: Siun lenguaje cumple el lema del bombeo, PUEDE que sea regular y
puede que no. Si un lenguaje no lo cumple, entonces es unicamente
cuando podemos afirmar que no es regular.

Ejemplo de lenguaje no regular

Dem:
L={a"b" | m=0}

Seane N
(Nota: jn no se debe concretar!)

Seaw=a"b".
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(Nota: Hay que tener mucho cuidado con elegir la cadena)
wl=2n=n.

Si we L, ha de ocurrir:
Dw=xyz

2) yl>1

3) Ixyl<n

4)xy*zel, VkeN

Si lxyl<n = y sdlo contiene simbolos "a", sea entonces y=a*, silyl>1= s>1

w=a"b" =,aaa...a, ,bbb...b,=xyz
n n

Entoncesseax=a’,y=a’,yportantoz=a""""b"

Seak=2,luegoxy’z=a"a*a" """ b"=a""b". Como s>1=xy%ze L

Con lo cual, L no es regular.[]

Otro ejemplo.

Dem:
SeaL={a"1i>1}

L = {aa, aaaa, aaaaaaaaa, aaaaaaaaaaaaaaaa, ...}

Seane N
2
Seazel;z=a" ;lzl=n22n, Vn.

1) z=uvw
2) vl>1
3) luvl<n
Huv'wel, VreN
Siluvl<n=Wl<n,conlocualsilvi>1, 1ZWI<n
n<n? = lwwlluwl<n?4+n < n242n+1=(n+1)>?
Si r=2, i <luv?wi<(n+1)2= uv?w¢ L, al estar entre dos cuadrados perfectos
Luego, L no es regulaij
Teor: Sea M un autémata finito con k estados. L(M) es distinto de vacio si y

solo si M acepta una cadena de longitud menor que k.

Teor: Sea M un autémata finito con k estados. L(M) es infinito si y s6lo si M
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acepta una cadena de longitud m con k<m<2k

Teor: SeaLc Y *, siL esregular = L es regular.

Teor: SiL, yL, sonregulares=L, UL, esregular
Teor: SiL, yL, sonregulares=L, NL, es regular
Teor: SiL, yL, sonregulares=L,- L, esregular

Teor: SiL es regular= L* es regular
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Tema 4
Gramaticas. Lenguajes

independientes del contexto.

Gramaticas.

Def: Una gramdtica es una cuaterna formada de la siguiente manera:
G=(V, ¥,S,P)

Y. es el alfabeto, o también llamado conjunto de simbolos terminales, se
representan por letras mindsculas

V£, VN Y =3 es el conjunto de simbolos no terminales, se

representan por letras mayusculas

S es el simbolo de arranque, Se V

P es el conjunto de producciones de la gramatica

PcVx(Y uV)*

Estas producciones se representan del siguiente modo

X —a, con Xe 'V, ae ),y se lee, "X produce a"

Ejemplo:
HDE—E+E
2)E—>E*E
3)E—(E)
4)E—a

S=E

V=(E}
P={1),2), 3), 4)}
L={+%*()a}

Ej. Encontrar alguna manera de llegar a w=a*(a+a) con la anterior gramaética.

llg\
/N
/N
f + f
Vemos que los nodos hoja corresponden a lo que nos pedia el ejercicio, luego eso seria
una manera de llegar a la cadena w.

-
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La anterior gramética también se puede escribir del siguiente modo:
E—-E+EIE*EI(E)la
Teor: Las producciones son reglas de reescritura, secuencias de derivaciones

Def: Se define una derivacién del siguiente modo:
Sea x A B

Sea por ejemplo, @ = abBcDdE, y B = abbcDDE
ac (X UV)*

derivaen

Si(A->y)eP, aAB = ayp
P.ej:

n 1 n—1
a=>p — a=>y=p

*

Notacién: o = B selee: @ en una serie de derivaciones derivaen 3.

Notacién: Se entiende CFG como Context Free Grammar, con su equivalente
en castellano como Gramatica independiente del contexto.

Teor: Dada una CFG, G
G=(V, X, S,P), L(G)={we ¥ * 1| Séw}

P.ej.:
En la gramética de antes:
E=a
E=(E) =(a)
E=(E) =((E)=a) L(G)={a, (@), ((2)), a+a,....}
E=E+E=a+a

Ejemplos de gramaticas finitas

S—t
L(G)={t}

S—Sa
S = Sa= Saa= Saaa= Saaaa ...

L(G)=Y, ya que esta gramatica nunca "para".

S—Sale
L(G)=ea*
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Def: Una gramatica es lineal por la derecha si es de la forma:
A—uBlv
A, BeV
Uuve y,

Def: Una gramatica es lineal por la izquierda si es de la forma:
A—>Bulv
A, BeV
Uve Y,

Def: Una gramatica es regular si es lineal por la izquierda o por la derecha.

P.ej.:
S—0A
A—10Al ¢

L(G)=L(0(10)*%)

Otro ej.:
S —S10I0

S=0
S=S10=010
S=S1010=01010

L(G)=L(0(10)*%)

Teor: Dos graméticas son equivalentes si los lenguajes que generan son el
mismo, es decir, G, =G, & L(G,) = L(G,). Vemos que esto ocurre en
los dos ejemplos anteriores.

Aclaracién: Una autémata RECONOCE lenguajes, una gramatica los GENERA.

Equivalencia entre gramaticas regulares y lenguajes
regulares.

Teor: Sea L regular = 3GIL(G)=L
Si L regular = 3 DFAMI|L =L(M)

M=(¥X,Q.F, q,.6)

V=Q
Y=Y
S=q0
P={(q,ap)| 6 (g, a)=p} U {(q, Q)| qe F}
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- e a’b
b a, b

El paso a gramatica seria asf:

Ejemplo:

V={A, B, C}

Y. ={a, b}

S=A

P:

A—aA | bB

B—aCl1bCle (por ser de aceptacion)
C—aClbC

Teor: Dada una gramatica regular, también se puede construir el autémata.
Dada G regular= 3 NFA M | L(M)=L(G)

G=(V, ¥,S,P)
NFA,M=(YX,Q,F, q,,6)

Q=V u {f}, donde "f" es un estado nuevo
Y=Y
F={f}
qo=S

La funcién & se construye del siguiente modo:
Si A—(aa,..a,B)eP= Q=QuU{q,,9,..9,.,}
Y construimos las transiciones:
o (A, aa,..a,)=0(q,,a,a;..a,)=...= 6 (q,,,a,)=B
Interpretacion gréfica:
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Si A—(a,a,..a,)eP= Q=Qu{q,,q,...q,,}, y construimos transiciones:
0 (A, aa,..a,)=06(q,,a,a,..a,)=...= 0 (q,.a,)=f
Interpretacion gréfica:

S

Def: Las gramdticas independientes del contexto son un caso particular de las
anteriores. Se definen asi:

G=(\, ¥L,S, P
A-«o
AeV, ae (L UV)*

P.ej.:

S—aSb e L(G)={a"b" In=20}

Como vimos en el tema pasado, por el lema del bombeo demostramos
que no es regular, sin embargo ahora hemos dado una gramaética que
genera este lenguaje, de lo cual concluimos que el conjunto de los
lenguajes independientes del contexto es un superconjunto del de los
regulares.

Lenguajes Independientes del contexto

Arboles de Analisis Sintactico (AAS).

Los arboles de andlisis sintdctico (AAS) son una representacion grafica de una
derivacion.

Propiedades:

1) Nodo raiz = S 3) Nodos intermedios Ae V

52



TEORIA DE AUTOMATAS Y LENGUAJES FORMALES NICOLAS KOVAC NEUMANN (Revisado Julio/2005)
2) Hojas: Y u{e}
P. ej.:
S—AB
A—aAla
B—bBIb

Sea por ejemplo w = aabbb.
Con derivaciones podriamos llegar, por ejemplo, de este modo:

S= AB = aAB = aAbB = aabB = aabbB = aabbb

Con el AAS seria del siguiente modo:

o

NN
/)
[

Derivaciones mas a la izquierda y derivaciones mas a la
derecha.

En una gramatica, se denomina "Derivaciones mas a la izquierda" o "maés a la derecha"
a susttuir el simbolo no terminal que estd mas a la izquierda, o derecha,
respectivamente.

Las derivaciones mds a la izquierda se denominan Candnicas

No es situacion normal que dada una cadena tenga siempre el mismo AAS.

P.ej.:

S—SbhS1ScSla

Sea w = abaca, vamos a hacerlo mediante derivaciones mas a la derecha.

m.d. m.d. m.d. m.d. m.d.
S = S¢S = Sca = SbSca = Sbaca = abaca

Como vemos, siempre se sustituye el simbolo que estd mas a la derecha hasta formar la
cadena, que es w.
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El AAS seria del siguiente modo:

Vamos a hacerlo ahora con derivaciones més a la izquierda

S0 ShS =5 abS = abScS = abacS = abaca

El AAS queda asf:

\
|

Def: Se dice que una gramdtica es ambigua si una cadena tiene més de un
arbol de andlisis sintactico distinto. Si existe una cadena con mds de una
derivacién a la izquierda o a la derecha, también es ambigua.

Como vemos, los AAS no son iguales.

Def: Un lenguaje es intrinsecamente ambiguo si no existe ninguna gramatica
no ambigua que lo genere.

Ejercicio

Ver si la siguiente gramatica es ambigua o no, si w = a:=b+c*a
Y ={a,b,c,+, * (), :=}

Los simbolos de este alfabeto son llamados tokens.

p

S - I:=E

I >alblc
E—->E+EIE*EI(E)II

V={S, I, E}
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Hagamos derivaciones mds a la izquierda para obtener la cadena w
m.i. m.i. [ m.i. m.i. *

S=I:=E= a@:=E = q:=F+E = a:=b+E = a:=h+E*E = a:=b+c*a

Hagamos ahora otras derivaciones,

*

S=Il=E=a=E= a=E*E= a:=E+E*E= a:=I+E*E:§ a:=b+c*a

Hemos encontrado dos distintas derivaciones, con lo cual queda demostrado que dicha
gramadtica es ambigua.

Simplificacion de gramaticas.

Ejemplos de gramaticas mal escritas

S—A
A—B
B—>C
C—-D
D—ualA

S—=alS

Eliminacion de simbolos inutiles
Este algoritmo se divide en dos etapas, que hay que aplicar en ese orden.

Ej
S—>AalBID
B—b
A—aAl|lbA|B
C—abd

1* etapa
Creamos un nuevo conjunto llamado V' , que en principio es vaei.

V'={D)

Como primer paso, metemos en el conjunto todos aquellos no terminales que producen
SOLO terminales, en alguna de sus producciones. Vemos que es el caso de de B y C,
luego,

V'={B, C}

Como segundo paso, metemos todos aquellos no terminales que en alguna de sus
producciones tengan algin terminal. Es el caso de S (S—aA) y A (A—aA | bA).

V'={B,C,S, A}
Como tltimo paso, hay que eliminar todas aquellas producciones que no estén en el
conjunto V', vemos que en este caso Unicamente es D, que estd en la produccién S. Esto

ocurre ya que desde S se puede llegar a D, pero la producciéon D no estd, luego sobra.
De momento la gramética nos queda:
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S—AalB
B—b
A—aAlbAIB
C—abd

2" etapa
Definimos un conjunto J que sera el de variables a analizar. Inicialmente contiene el

simbolo S. Definimos el conjunto V', que también contiene inicialmente el simbolo S.
Y sea T' el conjunto de simbolos terminales.

J=V"=(S}
T'={D}

Paso 1:

Sacamos un no terminal de J, en este caso Unicamente podemos sacar S.

Luego vamos a analizar S, S— Aa | B.

Para cada produccién de S, afiadimos a V"' todos los no terminales de dicha produccion,
y también afiadimos a J dichos no terminales, ya que los analizaremos. En este caso:
V'"'={S, A, B}, J={A, B}

También afiadimos a 7' los terminales que haya en dicha produccién, en este caso:
T'={a}

Paso 2:

Repetir paso 1. Sacamos de J un no terminal, A por ejemplo. A—aA | bA | B

Vemos que todos los no terminales de A, ya estdnen V'', luego no hacemos cambios. Y
también estin o estuvieron en J, pero vemos que para el conjunto 7", aparece el
terminal "b", que no estaba. Lo afiadimos.

V'=(S, A, B}; J={B}; T'={a, b}

Paso 3:

Sacamos de J otro no terminal, el dnico que nos queda, B. B—b

Evidentemente, como no tiene producciones de no terminales, J se queda vacio, y V"
no sufre cambios. Y tampoco T', ya que la "b" ya estaba.

En este momento, como tenemos J={ & }, paramos. Hemos de eliminar todas

las variables que no estén en V' y todos los terminales que no esténen 7',y
aquellas producciones que contengan alguna variable que noest¢ en V'' o T"'.

En esta caso, Como la Cno estien V', la eliminamos. Y como la "d" no estien 7",
eliminamos dicha produccién. La gramética queda:

S—AalB
B—b
A—aAlbA|B

Otro ejemplo

S —ABla
A—a
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1* etapa

V'={D}

Metemos las variables que generen algin terminal.

V'={S, A}

Vemos que B no estd, eliminamos toda la produccién donde se encuentra esa variable.
La gramaética queda:

S—a

A—a

2% etapa
J=V"={S}
T'={<J}

Paso 1:

Analizando S. S —a
I={J}

V"={S}

T'={a}

Como J={ }, paramos. Vemos que A¢ V'', eliminamos la produccién.
La gramdtica queda:

S—a

Eliminacion de producciones vacias.
Antes de empezar a explicar este algoritmo, definamos dos términos.

Def: Se llama produccién nula a aquella produccién del tipo A — €.

*

Def: Un simbolo no terminal es anulable si A= ¢

Ejemplo del algoritmo
S—aA
A—aAl ¢

Sea H el conjunto de simbolos anulables. Siguiendo las definiciones anteriores, A es
anulable, ya que A — €. Luego H={A}

Luego para cada elemento de H, deberemos quitar €, esto se hace del siguiente modo:

S—aA (se queda igual)
A —aAla

Otro ejemplo
S—Abb | ABC

A—aAl e
B—bBl e
C—abC | AB

El conjunto de simbolos anulables en este caso es:
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H={A, B, C, S}
Nota: Si S es anulable, €€ L(G)
Luego, la gramdtica nos queda:

S—ABbIAbIBbIDb
S—ABCIABIACIBCIAIBIC
A—aAla

B—bB b

C—abC | ab

C—>ABIAIB

S—e (ya que S es anulable)

Eliminacion de producciones unitarias
Una produccidn es unitaria si es del tipo:

A—>B
B—owlc

En realidad deberia ser: A = wlc. Veamos como eliminar eso.
Ejemplo:

S—AlAa
A—>B
B—Clb
C—Dlab
D—b

Llamaremos a H al conjunto de las parejas que estdn compuestas por un no terminal que
produce y otro producido, es decir, si por ejemplo A — B, en el conjunto deberiamos
afiadir el par (A, B). Por esta regla, tenemos:

H={(S, A), (A, B), (B, ), (C, D)}

Ahora tenemos que tener en cuenta todos los pares de la forma (A, B) y (B, C), entonces
debemos afiadir el par (A, C), y asi sucesivamente. Luego,

H={(S, A), (A, B), (B, ), (C, D), (S, B), (S, ©), (S, D), (A, ©), (A, D), (B, D)}

Como tltimo paso tengamos en cuenta la gramdtica que nos dan.
Debemos escribir una segunda gramaética que tan s6lo contenga aquellas producciones
donde aparecen terminales, es decir:

S—Aa
B—b
C—ab
D—b
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Y ahora, con cada uno de los pares de H, formamos la gramatica final. Lo hacemos
mirando los dos simbolos del par, es decir, si tenemos (S, B), deberemos afiadir una
produccion S — B, mirando antes en la anterior gramética qué es lo que produce B, y
vemos que en este caso, B—b, luego la produccién seria S —b. Al final, la gramdtica
queda:

S—>Aalblab

B—blab

C—ablb

D—b

A —b (no sufre modificacién)

Teor: Cuando haya que limpiar una gramatica, el orden a seguir serd siempre
éste:
1) Eliminar producciones indtiles
2) Eliminar producciones vacias
3) Eliminar producciones unitarias
4) Eliminar producciones indtiles

Algoritmo de Eliminacidn de recursividad indirecta.

Ejemplo
S—Aalb
A—AclSdl| ¢

Como vemos S— A, y A—S, luego tenemos recursividad indirecta.

En este caso habria que sustituir la produccion A — Sd de tal manera que se elimine la
recursividad y a la vez no se modifique el lenguaje que genera dicha gramaética. En
principio dejamos la produccién S igual, y convertimos la produccién Sd a lo siguiente:

SiS—Aalb,
Sd = Aad | bd (se sustituye la S por todas las producciones de S, concatenadas con la d
que ya estaba).

Luego, la gramatica queda:

S—Aalb
A—AclAadlbdl ¢
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Equivalente a eliminacién de recursividad por la derecha:
Sabiendo que:

A—>BTIB

T—aTlox

S—>Aalb

A—bdT | €TIbd| ¢
T—cTladT lclad

Forma normal de Greibach.

Si todas las producciones de la gramética son del tipo
A—aa,conae Y, ,AeV, aeV*.

¢ No puede ser recursiva por la izquierda
e No puede generar lenguajes vacios

La forma de conversion es la siguiente:
Si tenemos,

A—>BBla
B—AAIlD

Se convierte en:

A —=A,A, la
A, A A D

A —=A,A, la
A, >A,A,A laA, 1b

A —>AA, la

A, >aA A, IbA, laA,|b

A, —>A,A A A A

Ahora hay que poner A, en términos de A,

A —>AA, la

A, >aA A, IbA, laA Ib

A, —aA A;A AIDAJA A laA A AIDA AslaA A, A IDAA laA A DA,

Y por tltimo, reescribir A .

A, —>alaA,A,A, |bA,A, laA, A, | DA,
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A, >aA A, 1bA, laA, b
A, —aA A A A DA A A laA A A, DA A laA A A, IbA A laA A, IbA,

Def: Una gramatica es recursiva si desde un simbolo no terminal A puedo
volver a llegar a A, es decir:
*

JAeVIA= aAB, a,Be (LUV)*

Teor: La recursividad es la que permite generar lenguajes infinitos.

Forma normal de Chomsky.

Hay que suponer que se parte con una gramadtica "limpia"
Ej.:

S—bA | aB

A—bAAlaS|a

B—aBBIbS1b

Se procede del siguiente modo:
S—CAIDB
A—CAAIDSla
B—DBBICSIb

C—b

D—a

S—CA | DB
A—CEIDSla
B—-DFICSI|b
C—b

D—a

E— AA
F—BB

Al final todas las producciones tienen que ser del tipo
A—>BC ¢
A—a

B,CeV,ac Y,

Lema del Bombeo para CFL.

Al igual que para los lenguajes regulares, existe el lema del bombeo para los lenguajes
independientes del contexto. Andlogamente al caso anterior, en este un lenguaje ha de
cumplir el lema del bombeo si es CFL, si no lo cumple, no lo es. Y también es posible
que si lo cumple sea CFL o no lo sea.

61



TEORIA DE AUTOMATAS Y LENGUAJES FORMALES NICOLAS KOVAC NEUMANN (Revisado Julio/2005)

SeaLCFL I¢e L
dke N | si ze L, IzI>k:

1) z = uvwxy

2) hwxl<k

Huv'wx'yel, Vi=0

4) lvxl=1 (es decir, v y x no pueden ser € a la vez)
Dem:

L={a'b’1j=1?}

Sea k la constante del lema del bombeo.

Seaz=ab*’ eL

Silzl > k=
1) z = uvwxy 3) lvxl>1
2) vwxl < k 4)yuv'wx'yeL, Vi=0

. kg k2

Siz=a b " =uvwxy

Supongamos v =a'b’ =v'=(a"b*)' = uv'wx'ye L, porque habria simbolos b
antes que a, por ejemplo:
v=a"b'a'b’.

Lo mismo ocurre con la "x"

Casos que quedan:

a)v=a" x=a’

xI21= r+s=1@3)

2=wrwaty =a* " b ¢ L, ya que K2+ (k + r + s)2

b)v=b" x=b"
xI21= r+s=21@3)

d=w'wx'y=a" b gL, yaque k2 + 1+ s# k2

Av=a" x=0b’
xl21= r+s21(3)

Zi - uviwxiy - ak—r+ri bkz—ﬁsi - ak+(i—1)r bk2+(i—l)s ¢ L, ya que (k+(l-])r)2¢ k2+(i-])s

Luego, vemos que el lenguaje no cumple el lema del bombeo, con lo cual no es CFL.

62



TEORIA DE AUTOMATAS Y LENGUAJES FORMALES NICOLAS KOVAC NEUMANN (Revisado Julio/2005)

Otro ejemplo
L={a'b'c'| i=1} = {abc, aabbcc, aaabbbccce, aaaabbbbeccc... )

Sea n la constante del lema del bombeo
Seaz=a"b"c" €L

Izl >n=1) z = xyrst 3) lysl>1
2)lyrsl < n 4)xy'rs'teL, Vi=0

siz=a"b"c" = xyrst

Como ocurre en 2), lyrsl < n, las cadenas lysl no pueden contener simultdneamente
simbolos a y ¢, porque entre la dltima a y la primera c tiene que haber al menos una b.

Casos que quedan:

ayy=a’ s=a’
B)lysl > 1= p+g>1
2=xyrsit=a""""p" ¢" ¢ L, ya que el nimero de "a" es mayor que el niimero
de "b” O ”C"

b)y=b" s=b"
Lo mismo

y=c? s=c1

Lo mismo

d)y=a” s=0b"
Z=xyrs?2t=a"""b""c" ¢ L, salvo que p+q = 0, pero p+q = 1

ey=b" s=c’
seaz'=xy’rs’t=a"b""c" ¢ L

Luego, no es CFL al no cumplir el lema del bombeo.

Teor: Existen algoritmos para determinar si una CFG es finita, infinita o vacia.

Teor: Una CFG es vacia si en la eliminacién de simbolos indttiles resulta
eliminada S

Teor: Una CFG es finita si no tiene ciclos dirigidos

Teor: Una CFG es infinita si tiene ciclos dirigidos. e

Ejemplos
S—AB

A—BCla
B—CClb

C—a G
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Vemos que no tiene ciclos dirigidos, luego es finito

Sea ahora:

S—AB

A—BCla Esta gramdtica sin embargo
B—CClb tiene varios ciclos dirigidos,
C—al AB por ejemplo A-B-C-A, lo

que hard que sea infinita.

Analisis sintactico: Algoritmo CYK (Cocke-Younger-
Kasami).

Dada G=(V, Y, S, P), ydada we Y. *, ;we L(G)? Dicho problema se conoce como
problema de decision.

Dada una CFG G=(V, ), S, P) escrita en Forma Normal de Chomsky y sin
producciones vacias. Sea xe Y. *, V Ae Vy V w subcadena de x, es posible determinar
si A puede derivar en un n° indeterminado de pasos en w.

Ejemplo del algoritmo CYK

S—AB |BC , . . , .
A—BAla 1 B |AC|AC]| B

g:ig 'lb 2 AS| B |Ss.C S N

“ 3 % B B N

‘5' 2 15 S A A Ll i DD

Sea por ej, w = baaba

Para sacar la anterior tabla se siguen los siguientes pasos:

Se construye dicha tabla poniendo en la primera fila un simbolo de la cadena por cada
celda (en este caso baaba).

En la fila nimero 1, tenemos que mirar el simbolo que tenemos encima. En la casilla (1,
1) es la "b". Entonces miramos la gramadtica, y buscamos todas aquellas variables que
produzcan directamente la "b". Vemos que en este caso, unicamente es B—CC | b,
Iuego en la casilla (1, 1) va una B. Lo mismo con los elementos de la fila 1, en caso de
la "a", las gramaticas que generan directamente este simbolo terminal son A 'y C.

Para formar la fila 2, debemos mirar los resultados obtenidos en el anterior paso, es
decir, la fila que tenemos encima. Si queremos formar por ejemplo la casilla (2, 1),
hemos de mirar la casilla justo encima de ella, es decir, la (1, 1), y la que esta
inmediatamente a su derecha, es decir, la (1, 2). Vemos que tenemos en una casilla B, y
en otra A, C. Entonces entre las dos casillas formamos las combinaciones posibles, es
decir, en este caso tenemos BA y BC. Una vez tenidas las combinaciones, miramos la
gramdtica y vemos si existe alguna produccién que las genere. Vemos que: S— ABIBC,
y A—BA | a, con lo cual vemos que S, y A generan esas dos combinaciones. Luego en
la casilla (2, 1), ird una S y una A. Las demds casillas de esa fila se forman exactamente
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igual, mirando primero la casilla de arriba, la inmediatamente a su derecha, formando
combinaciones y mirando la gramatica.

A partir de ahi, la cosa cambia. Las demds filas se deben hallar del siguiente modo:
Supondremos que tenemos dos punteros. Uno se coloca en la primera casilla de la
columna cuyo hueco queremos hallar. Por ejemplo, si fuera la casilla (3, 1),
colocariamos el puntero en la posicién (1, 1). El segundo puntero lo colocamos
exactamente en la casilla de encima de la celda que queremos hallar, pero una columna
desplazada a la derecha. Tenemos ya las dos primeras celdas de las que tenemos que
hacer las combinaciones mencionadas antes, y evidentemente miramos la graméatica y
apuntamos en la celda aquellas producciones que las generen. Ahora movemos el
primer puntero en direccion vertical descendente una posicion, mientras que el otro se
moverd en sentido diagonal hacia arriba-derecha una casilla. Ya tenemos otras dos
casillas de las que hacer combinaciones. Seguimos moviendo del mismo modo hasta
que el segundo puntero llegue hasta una casilla de la primera fila y el primero llegue a
una posicién por encima de la casilla que estamos hallando.

Supongamos que queremos hallar la casilla marcada con "x". El sentido de los punteros
entonces es el siguiente:

b a a b a

— N
v W\\
x \\\\\\\\\\\\\\\N\\\\\\\\

AW -

we L(G) & En la dltima casilla de la primera fila aparece el simbolo inicial, S.

En este momento podemos parar de calcular mds combinaciones, ya que la cadena serd
aceptada. Si S no aparece en dicha casilla, la cadena no es generada por la gramdtica. En
este caso, we L(G).

Supongamos que tenemos la misma gramética que antes, pero la cadena es ahora
w = bbab

S—AB IBC

A—BAla . é é |A"C b

B—CClb

C—ABla 2 9 | AS m
3 A | s.C \\\\\\\N\\\\\\\\

w = bbab 4 SESA). L ,h h ) h ::hihit

Vemos que S esta en la ultima casilla de la primera columna, luego we L(G) también.

Teor: SiL,yL, sonCFL,L, UL, es CFL.
Teor: SiL,yL, sonCFL,L,- L, es CFL.

Teor: SiL es CFL, L* es CFL.
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Teor: Los CFL no son cerrados respecto a la interseccion, ni a la
complementacion.

Automatas a Pila No Deterministas (APND).

Son un nuevo tipo de autémata que evidentemente funciona una pila. Un APND se
define del siguiente modo:

M=(X.0.6,q,.F.I'.Z)

I' es el denominado Alfabeto de Pila (es decir, los simbolos que se pueden usar en la
pila).

Z es el simbolo inicial de la pila. Cuando empecemos a hacer operaciones con la pila
serd el inico simbolo que se encontrara en ella. Ze I".
Los demads elementos los conocemos (X, Q, F, ¢,,9 ).

Esta vez la funcion 6 viene definida del siguiente modo:

0:Qx(Y ue) xI' —> p(OxT™)
(p’ a, b)(l {(CI, W)}

p,qeQ, ae (Y uUle}), bel',we*

Puede ocurrir:
o (p, a, b)={(g, €)} (el autébmata quita el simbolo b y no inserta nada
También se llama desapilar)
6 (q, &, a)={((plq), aa)} (el autémata apila el simbolo a)
0 (q, & a)={(q, a)} (el autémata no modifica la pila, se queda igual)
0 (q, a, b)={D} (el autébmata no puede transitar, se detiene la ejecucion)

Ejemplo
Sea M un autémata definido asf:

Q={90.9:.9,.95} F={q;} Y. ={a, b} I'={Z, A} q,=4q,

Q/§ (a,Z) (b, Z) (g,7) (a, A) (b, A) (g, A)
g, {q,, AZ)(q;.¢)} {(g5.2)}

q, {(q,,AA)} | {(g,,8)}

q, {(g5.2)} {(g,.8)}

q;

L={a'b’ 1i20} U {a)}
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Descripcion instantanea de un automata a pila.
Se define una descripcién instantdnea del siguiente modo:
D.L=(p, u, w) € Qx Y *xT'*

p es el estado actual
u es la cadena que queda por leer
w es el contenido de la pila (se lee en este sentido: P

(p, ax, ba)l- (g, x, Ba) < (q, B)e 6 (p, a, b)

pqgeQ
ac ), Simbolo para representar una transicion

xe Y *
be I
o,Bel*

Nota: |- significa que en cierto niimero de pasos llega a otra D.I.

SeaM=(},0,6,q,,F.I'.Z)

LM)={we ¥ *1(g,, w, 2) I;(p, £,00) para algiin pe F, ar e I' *}

Se define otro lenguaje,

NM)={we X *1(g,, W, 2) Ii(r, g, &) para algin re Q}

Este ultimo se denomina Lenguaje reconocido por pila vacia.

Teor: L(M)#N(M) en general, aunque ambos criterios de aceptacion son
equivalentes.

Teor: Un autémata a pila es determinista si en una D. I. El autémata sélo tiene
una forma de evolucionar. Si no cumple esta regla, es no determinista.
P.ej:

* {( p,u,wor)

(g, au, xa) |-
(r,au,yo)

Notacién: Los APND también se denotan por PDA

Teor: La condicidn para ser determinista es:
a) card(0 (¢, a, x))<1 A card(9 (g, €, x))=0
6 b) card(d (g, a, x))=0, Vae A A card(d (g, €, x))<1

Teor: Siun DFA/NFA reconoce un lenguaje, un PDA también puede.
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En este caso no se usaran I' ni Z, para que el comportamiento del PDA
sea igual al del NFA

Q={A, B}
Y ={a}
q,=A
F={B}

Teor: El conjunto de los lenguajes que reconocen los autématas a pila es al

Q/é (a,Z)
A {B,2)}
B {B,2)}

menos el de los lenguajes regulares

G=(V, X,S,P),yM=(¥'.0,8,q,,F,T,Z) tal que L(M) = L(G)

O0(A, &,R)={(B,w) | (R—>w)eP}, VReV
6(A,a,a)={(B,g,e}}, Vae ¥

Sea
Q={A, B, C}
F={C}
q,=A
Y=Y
r={Zyuvuy
7=7
0 (A, g,7)={(@B, SZ)}
0B, g,72)={(C, ¢&)}
L(M) = L(G)
Ejemplo:

Buscar un autémata tal que:

L={we {a, b}* In, (w)=n, ()}

Q={q,,4,}, F={q, ]
'={Z, A, B}

(el nimero de

a" seaigual al de "b")

oo

(€2

(a.Z)

(b.2)

(a,A)

(b,A)

(€.A)

(a.B)

(b,B)

(€.B)

49

{@;.&)}

{(@g.AZ))

{(qa(.B2)}

{(q(,AA)}

{@g. &)

(D)

{@g. &)

{(q.BB)}

(D)

qi
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Ejemplo:

S—aSa |l bSh le

L(G)={w- w' |we {a, b}*}

Si quisiéramos hacer el PDA, la funcién 0 se define de este modo:

6 (q,.8)={(q,, S2)}

5(q19ae a)=5(q19b9 b)={(q1, )}

4(q,, € S)={(q,, aSa), (¢,, bSh), (q,, &)}
5(q19 89Z)={(q29 8)}

Sea por ejemplo w = abba
(q,,abba, 2) |- (q,, abba, SZ) |- (q,, abba, aSaZ) |- (q,, bba, SaZ) |-

(QU bba’ bSbClZ) - (QU ba’ SbaZ) - (QU ba’ baZ) |_(Q17 &, Z) - (Q2 78’8)

Teor: Dado un PDA M= (},0,6,q,,.F.I,Z), EIM'E(Z’,Q',S'%,F',F’,Z')
tal que N(M' )=L(M)
0'=0uU{q,.q5}
qg:QO
I'=ru{z'}
8'=0
Z'=7
F'={<J}

a) 6'(q,. &.2") ={(4,.22")}
b) 6'(q, £,A)={(g5.A)},Vqe F.VAe T U{Z'}
¢) 6'(qs.€,4) ={(g5,8)}, VAe T U{Z")

Nota: M nunca quitaria Z' de la pila y por lo tanto no podria aceptar por
pila vacfa.

Teor: La pila de un PDA no es finita.

Teor: Dadoun PDAM=(¥,0,6,q,,F.I,Z), IM'=(',0'.58'q,,F'.,T",Z") |

L(M' ) = N(M)

0'=0U{qy.q,} I'=T'u{Z'}
qg:qo Z'=7

5'=5 F=(q,)
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a) 8'(qy, &2")=1(q,,22")}
b) 8'@q;, &2)=1{(q,,€)},Yq,€Q

Teor: Dado un PDA M= (Y,0,9,q,,F.,I’,Z), AG=(V, X, S, P) IL(G)=N(M)
V:<p A g>donde p,qe Qy AeI".
El objetivo del automata es ir de p a q eliminando A de la pila.

Tipos de producciones:
a) (S—<qg,Zp>eP, Vpe QO
b)Si(p, €)ed(q,a, A) =(<qgAp>— a)eP
c)Si(p,, &) €d(q,a,A), x=BB,..B,,
<Py & p,>=<p,B,p>=<p, B,p,>=<p, , B,p,> Vp, €0

Las producciones son:
(<qAp,>—>a<p,B,p,>p,B,p,>...<p,, B, p,>eP, Vp.eQ

Ejemplo:
Seael PDA, Q={q,.q,.95}.F={q;}.9,=q,. T={A,Z}, L={a, b}

5(‘]193’ Z)={(q1,AZ)}
5(‘]193’ A)z{(CIuAA)}
6(q,.b, A)={(q,. &)}
6(q,.b, A={(g,, &)}
5(‘]2989A)={(CI2’ 8)}
5(‘]2989Z)={(CI3’ 8)}

Aplicandoa) —— S—<q,Zq,>1<q, Z2gq,>1<q,Z q,>
Aplicandob) —— 3)<g, Ag,> = b
4)<qg, Ag,>>Db
5)<qg, Ag,>— ¢
6)<qg, Zqg,>—¢
Aplicandoc) —— 1)<q,Zq,>—> a<q, Aq,><q,Zq,>la<q, Aq,><q, Zq,>
la<q, A q,><q,7Z q,>

<q,2q,>>a<q,Aq,><q,2q,>la<q, Aq,><q,Zq,>
la<g, Aqg,><q,Zq,>

<q,Z2q;>—a<q, Aq,><q,Zq;>1a<q, Aq,><q, Zq,;>
la<q, Aq;><q;Zq,>
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2)<q, Aq,>—>a<q, Aq,><q, Aq,>la<q, Aq,><q, Aq,>
la<q, A g,><q; Aq,>

<q, Agq,>> a<q, Aq,><q, Aq,>la<q, Aq,><q,Aq,>
l<q, Ag,;><qg, Ag,>

<q, Ag;>—> a<q, Aq,><q, Aq;>la<q, Aq,><q, Aq,;>
la<g, A q,><q, Aq,>

Otro ejercicio
Seael PDA: Q ={q,.q, }, I'={A,Z}, ¥ ={a, b}, F={q, }

Hallar la gramatica.

D6 (q,,a,.2)=1{(q,, AZ)}
2)6(q,,b, A)=1{(q,, AA)}
3)6(6119“9 A)= {(Q2’ 8)}

0)S—<q,Zq,>1<q,Zq,>

3)<q, Ag,>> a

)<q,Zq,>> a<q, Aq,><q,Zq,>la<q, Aq,><q,Zq,>
<q,2q,>>a<q, Aq,><q,2q,>1a<q, Aq,><q,2Zq,>

2)<q, Aq>> b<q, Aq,><q, Aq,>1b<q, Aq,><q,Aq>
<q, Aq,>> b<q, Aq,><q, Aq,>1b<q, Aq,><q,A q,>

Teor: Lc Y * < IPDAM=(L,0,0,q,,F.T,Z)| L=L(M)
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Temab
Maquinas de Turing.

Una méquina de Turing se caracteriza porque tiene memoria infinita. La
maquina puede escribir en la cinta, y luego moverse.

Dibujo ilustrativo

A
A\ 4

Una Mdquina de Turing se define del siguiente modo:
T™M=(Q.%.8.4,.F.T. ¥)

I' serd en este caso el alfabeto de cinta, y ¥ es un simbolo nuevo llamado "blanco".

e r, e Y.
Y es la entrada, y como ya dijimos, I" serd la cinta.
La funcién 6 viene definida asi:

0:QxI" —— QxI'x{L,R}

(CI, a) o (p’ b’ X)
P q€Q

a, be T

xe {L, R}

{L, R} es el conjunto que define el movimiento del autémata por la cinta. L indica que
después de realizar la operacién, dicha maquina se mueve hacia la izquierda (Left), y R,
que se mueve a la derecha (Right). Hay también otra opcién que es S, y significa
quedarse parado (Stop), que equivale a moverse primero a la izquierda y luego a la
derecha, o primero a la derecha y luego a la izquierda.

L={a"b"c" In>20} es Turing-Computable.
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qs

Q=(q,, 4, ), F={q, ), L={a, b}, T={a, b, B}, q,=q,.
6(q,,a)=(q,,a,R)

8(q,,b)=(q,,a,R)

5(q,.B)=(q,.8.L)

Sea por ejemplo la cadena w = aabb

Fla|a |b |b | ¥la |a |b |Db B
J B
¥la|a|a|b | g gla|a |a|a|#
¢ ¢
q, q,

Teor: Si 6 (g, a) no estd definida, la maquina se dice que estd parada.
Descripcion instantanea de una Maquina de Turing.
Para hacer las descripciones instantdneas en una TM, hay dos formas:

a)(q;,waw,), q,€Qw,,w,e'* ae I’

baa,..a,q,a,,a.,a, =(q;,a,a,..a,a,,,d,,,a,)
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En la TM de antes hagamos la descripcion instantdnea:
(q,. aabb) |- (q,, aabb) |- (q,, aabb) |- (q,, aaab) |- (q,. aaaa ) |- (q,, aaaa)

Usando la forma b)

q, aabb |- aq abb |- aaq bb |- aaaq b |- aaaaq , B aaaq , a

Ejemplo

Q={¢,.4,.43 ), F={q; )}, L={a, b}, T={a, b, B}, q, =4q,
0(q,,a)=(q,,a,L)

0(q,,b)=(q,,b,L)

5(q,,8)=(q,,B.R)

0(q,,a)=(q;,a,L)

5(q,.b) = (g5, b, L)

5(q,.8)=(q,.8.L)

(q,, aababb) |- (q,, aababb) |- (q,, aababb) |- (q,, aababb) |- (q,, Eaababb)

I-(q,, aababb) |- (@,Eaababb)

A partir de ahora, los g€ F no tendran transiciones (por convenio).

Def: Se denomina computacion de una TM a la secuencia de movimientos
que conduce a la maquina a una parada.

Def: SeaTM=(Q,}..6,q,,F,T, ol ), se define el lenguaje aceptado por una TM:

LM)={we X* I (g,, w) |— (p, w,aw, ), para algin pe F}
La maquina tiene que estar parada, pero se asume que no hay
transiciones para p.

Ejemplo
L(M)=L(a*)

Q=1{qo.4,}. T={a, b, B}, qy=q,.F={q,}, L=(a)
5(‘]07 a)=(q0, a, R)
5(‘]09 Jﬁr):(CIU 'Iﬁ’L)

Veamos ahora otro ejemplo para el mismo lenguaje pero con una TM distinta.

Q=1{q1,4,.q;}, T ={a, b, B}, q,=q,, F={q,}, L={a, b}
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S(Cll’a):(ql’a’ R)
0(q,,b)=(q,,b,R)
8(q,, B)=(q,. 8,9

5(q,,a)=(q,,a R) Este es un bloque de transiciones definido de tal manera que
8(q,.b)=(q,,b,R) si entra en el estado ¢, , la mdquina nunca se parard. Es otro

modo de decir que la maquina rechaza la cadena. Como
6(q,, B )=(q 5, B ,R) vemos esto ocurre por ejemplo cuando llega una "b".

Entonces hemos visto dos formas de que la maquina rechace
las we L(M), en estos dos ultimos ejemplos.

Ejercicio
Hacer una TM que reconozca el siguiente lenguaje.

L={a"b" I n>1)
Q={9,.9,-9,.95-9.}, F={q,}, I'={a, b, B, c d), q9,=9,

0 (40, M=(q,, ¢ R) Cambia "a" por "c¢" y busca a la
0(q,,a)=(q,,a,R) derecha la primera "d"

5(‘11’[7):(‘11’61’ L)
0(q,,d=(q,,d, L)

6(q,,d)=(q,.d,L) Se mueve a la izquierda buscando
o(q,,a=(q,,a, L) la primera "c"

5(‘]27 C)=(C]O, c, R)

0(q,,d=(q,,d,R) Si estamos aqui, es porque se marcé la dltima "a

5(Q39d):(Q3’d’ R)

0(q,, o )=(q,, o , 5} Aceptara si estando en g, lee un blanco en la cinta,
porque habra igual ndmero de "c¢" que de "d"
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Diagramas de transicién para una Maquina de Turing.

También existen los diagramas de transicién para TM. Supongamos que tenemos como
ejemplo la siguiente funcioén 6 :

o 0 1
Qo | (4,,0,R)
9, (q,, 1,R) (q,, 1,R)
q, | (q;,0,L) |-mmmmes
q; (qy-0,R) (5. 1,L)

Si quisiéramos dibujar el diagrama de transiciones, seria del siguiente modo:

1/1
99

1/0

L » R )«

0/0 01

0/0

93 L

W)

11

=

qs

Como vemos, cada transicion tiene asociada un i/j. La i corresponde al simbolo que lee
en la cinta actualmente, y la j al simbolo con el que reemplazard antes de moverse dicho
simbolo i. Por ejemplo, 0/1 implica que leyendo un O en la cinta, lo sustituird por un 1.

Simplificaremos atin mds el diagrama anterior, cuando tengamos transiciones del tipo
0/0, escribiremos simplemente un 0, e igualmente con 1/1, escribiremos un 1. Es decir:
ala = a, Vael’

Por otro lado, si tenemos una transicién i/j, donde i = j, hacia un mismo estado, esa
transicién se puede obviar y no dibujarla, ya que en realidad nos estamos quedando en
el mismo estado.

Por tdltimo resaltar que aquellas transiciones que no estén definidas, como por ejemplo
en este caso, 0 (q,, 0), se debe dibujar una transicion saliente del estado, pero que no

incide en ningun otro estado, sino se queda "en el aire". Entonces, el anterior diagrama
nos quedaria del siguiente modo
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1/0
1 R
0/1
0 1
R

Nota: Si hubiera algin estado de aceptacion se representaria igual que en los
demads autématas.

qs L i @ qz

W)

1/1

Ejercicio
Hacer el diagrama de transiciones para el autémata L={a" b" 1 n>1}

alc

=

abeds
—
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Teor: Los lenguajes reconocidos por una TM son los lenguajes
recursivamente enumerables. La TM procesa, para y acepta. La
maquina también puede no parar. Evidentemente, si no para, la cadena
ante la que no par6 no pertenece al lenguaje.

Def: Se llaman lenguajes recursivos a aquellos donde existe al menos una
TM que se pare ante cualquier cadena, es decir, no puede quedarse
"colgada" (no parar).

Teor: Lenguajes Recursivos < Lenguajes Recursivamente Enumerables.

Def: Definicion de Funcién Turing-Computable
£ L* —— Y * es Turing-Computable sii 3TM

M= (Q,Z,5,q0,F,F, JE{) | g, w —— pu, para algin pe F, cuando fiw)=u

Teor: Las TM pueden hacer cualquier operacién (sumar, restar...)

Ejemplo de suma

F(m, n)=n+m

q/a a ¥
g, |(q,, a,R) |----mmmmmmeeen
q, (g,,a,R) ‘N b{,L)
q; |(q,, b, L) |-mmmes
4, |, aD)| g B R

Combinacion de Maquinas de Turing.

Es posible combinar varias maquinas de Turing y asi su funcionamiento.

MLE(Z’QI’QOL’SL’F’FL"H)
M, E(Z,Qzerzyaz’F’Fz’ 'H)

Se supone que Q, N Q,=9.

La miquina M, combinada con M, serfa:
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M,- M, E(Q,Z,&qo,F,F, .H)
Q= Q1 UQ2

4904 o

F=F,

0(q.a)

5l(q’ a)’ Si qul y 5l(q’ a);t(p’ b’ .X), vpe Fl
@2, b, 0)siqeQ,y 6,(q =(p, b, x), Vpe F

0,(q, a)sigeQ,

Otros tipos de Maquinas de Turing.

M. T. con miltiples pistas — 8 :QxI'* —— QxT* x{L, R, S}
—

M. T. con cinta infinita en un Unico sentido — |

M. T. Multicinta— 6 :QxI'"" —— QxI"" x{L,R, S}"

Tiene n cintas con las que se puede operar simultdneamente.

M. T. con cinta multidimensional — Permiten movimientos en diagonal.
0:QxI' — QxI'x{L,R,U,D,S}

M. T. no determinista— 6 : QXI' —— @ (QXI" X{L,R})

M. T. universal (Mu)
Toma como entrada una cadena y una codificacién de una T. M. y simula el
comportamiento de la T. M. ante la entrada. Mu(M, w)

Mecanismo para codificar la Maquina de Turing
Universal.

Q={q.--.4q,}90=q,.F={q,}, I'={a,, ...a,}, L={0, 1}
Viendo el alfabeto, sabemos que vamos a tener que codificar en unario.

Por ejemplo, ¢,=111
gs=11111
q,=1

Del conjunto {L, R}, codificaremos L=1yR =11
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Entonces, si tenemos por ejemplo:
6(‘13’ a2)= (Q5’ a,, R)

g, a, ¢qs a; R

5(q,,a,)=(q,,a,,R) — 010101010110
8(q,,a,)=(q,,a,,L) = 01011011101010

Teor: Seael DFAM=(Y,Q.,F, q,,6), 3TM M'=(Q.X',8',q,.F".T, E)I
L(M)=L(M")

0'=0ul{q,}, F'={q,}, L'=X, g, =4,

6'(q, a)=(8 (g, a), a,R), VgeQ, Vae L
8'(q,%)=(q,.B.3), VgeF

Teor: SiL es regular, entonces L es recursivamente enumerable.
Teor: SiL es regular, entonces L es recursivo.

Teor: Una TM se comporta un PDA simulando la pila con otra cinta.
Teor: SiL es CFL, entonces L es recursivo

Teor: SiL, yL, sonrecursivos, L, "L, es recursivo

Sean M, y M, las TM que reconocen L, y L, respectivamente.
SiwelL, = M, paray acepta w
Siwg L, = M, paray rechazaw

M no ?

si

\ 4

no

no

\ 4

S1 M

si

\ 4

we L(M)& we LM ,) Awe L(M,) < we L(M,)nLM,)=L, "L,
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Teor: SiL es recursivo sobre },, 3TM M | L=L(M). M para ante cualquier

cadena. En este caso, L también para siempre.

Teor: Si L es recursivo, entonces L es recursivo, es decir, para siempre. Esto
no ocurre en los recursivamente enumerables.

Teor: I L.R.E.| L noesL.R.E.
Teor: Si dos lenguajes son recursivos, la unién también lo es.

Teor: Si dos lenguajes son recursivamente enumerables, la union también lo
es.

Teor: Siun lenguaje L y su complementario L son recursivamente

enumerables, entonces L y L son recursivos.

DadosL, L c Y *

a) Ly L son recursivos

b) Ni L ni L son recursivamente enumerables.
¢) Uno de los dos es recursivamente enumerable pero no recursivo y el otro no
es recursivamente enumerable.

Procedimiento efectivo (o algoritmo) M.

1) Esté especificado por un niimero finito de instrucciones (cada instruccién
especificada con un nimero finito de simbolos)

2) M produce un resultado deseado en un nimero finito de pasos si se ejecuta
sin error

3) M puede ser realizada por un humano usando l4piz y papel sin ayuda
externa.

4) No se requiere del humano, ni trucos, ni ingenuidad. A las funciones que
ejecutan estos procedimientos se les llama efectivas.

Tesis de Church-Turing: La clase de las funciones efectivamente computables
son las funciones Turing-computables.

Teor: Un L es recursivamente enumerable sii L = L(G), para alguna gramaética
G no restringida (de tipo 0)
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Lenguajes

Recursivamente Enumerables

Recursivos

Dependientes del contexto

Independientes del Contexto

Regulares
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Tema 6

Resolubilidad.

Dado Y} ,sealLc ) *

Def: Se denomina X, a la funcidn caracteristica del lenguaje. Se define:
X, L* —— {0, 1}

X, w)=0siwegL, 1siwel
Teor: X, es computable (Turing-computable) si L es recursivo.
Teor: X, no es computable si L es recursivamente enumerable.
Problemas

7 s Dadauna CFG G, jes G ambigua? (sin solucién)
Ty Dadoun DFAMywe Y *, ;M acepta w?

T Dadauna CFG Gy we L*, (S=w?
T crovac Dada una CFG G, jes L(G)=G?
7, DadaunaTM M, we Y. *, ;M para ante w?

Problemas de decision (sin solucién).
Ty Dadauna CFG G, hallar we Y * | w tiene 2 o mds drboles de derivacion.

Este dltimo problema sin embargo no es de decision.

Supongamos que 7,,, tiene solucion.

Si
T i (G)<
No= T ;;yp = No

Supongamos que pudiéramos contestar a 7 ,,,, .

No= 7 ;s =No

T FIND

ST(W)= 7= SI
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Teor: A partir de un problema de decisién se pueden resolver problemas que
no son de decision.

T pra (M, w) Instancia (7T M, w))

ﬂAMB (G)

Dado 7, D ={ instancias de 7 }
D,=S,UN,_

Donde S, ={ instancias de 7 con respuesta afirmativa }

N, ={ instancias de & con respuesta negativa }
S,NN, =0

7 es resoluble sii I TM M=(Q,}..6,q,,F,T, JE'{ ), que para ante cualquier entrada

we Y. *, y que ante C(I) (siendo C(I) una codificacién de }. enle D _ determina sila

instancia perteneceonoa S, Ie S |

7 es resoluble sii existe un algoritmo que es capaz de responder si 0 no a cada una de

las Ie D,
7 es resoluble sii el lenguaje que codifica S, es recursivo

7 es irresoluble si se niega alguna de las anteriores.

Def: Dado 7w y 7', se dice que 7 se reduce a «' si un algoritmo que resuelva
7' pueda usarse para resolver 7 .

Teor: Si w sereducea x',y &' es resoluble, entonces 7 es resoluble
Teor: Si w sereducea x',y &' es irresoluble, entonces 7 es irresoluble

Problema de la parada

T yp
Dada TM M arbitraria con alfabeto )., y we Y *, ;Para M ante w?

Dem: Demostracién de que 7, es irresoluble.
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L={w, I w, no es aceptada por M, }
Lema: L no es recursivamente enumerable.

Supongamos que L es recursivamente enumerable = L=L(M, )

Consideremos w, , siw, e L(M, ) = w no es aceptada por M, = we¢ L(M, )
Lo que es absurdo.

Conclusién: L no es recursivamente enumerable.

Supongamos M ,,, (M, w) —— si o no.

Construyamos M, | L=M, (si se consigue construir, es que algo va mal...)
Seawe Y *,

1) M, enumera Y. *:w,, w,, .. Hastahallarw =w
2)M, generaM,
3)M, pasaM,,w,)alaM,,

Para= Paso 4)
My M, W)

No para= M, paray dice que acepta w =w,

4)M, pasaM,,w,)aMu (M.T. Universal).

Acepta=M, paray rechazaw,
MuM,,w,)

Rechaza= M, paray acepta w,

welLM,)e&wel = L=L(M,) = L es recursivo (absurdo)

Conclusién: ZM ,,,
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