Tema 2

Sefales y espectros.

El estudio de las sefiales y sus espectros es un aspecto fundamental en el campo de las
comunicaciones. Una sefial se define como cualquier signo, gesto, marca, etcétera, que sirve
para comunicar algun tipo de informacion. Por lo tanto, el significado de sefial, aplicado a las
comunicaciones electronicas, implica que alguna cantidad eléctrica, por ejemplo un voltaje o
una corriente, posea alguna caracteristica que varie en el tiempo, como la amplitud o la
intensidad, y que lo haga de forma impredecible. Para nuestros propdsitos, una sefial la
podemos definir como una funcién univaluada del tiempo, es decir, aquella a la que en cada
instante de tiempo (variable independiente) le corresponde un unico valor de la magnitud

variable (variable independiente).

2.1. CLASIFICACION DE LAS SENALES

2.1.1. Seiiales periddicas y no periddicas.
Una senal periddica es la que se repite exactamente después de un intervalo de tiempo
fijo. Es decir, una sefal f(?) se dice que es periddica en el tiempo si existe una constante T>0 tal

que:
f()=f(t+T) para -co<t<oo 2.1)

donde t es el tiempo. El menor valor de T que satisface esa condicion se llama periodo de f{?) y

se define como la duracion de un ciclo completo de f(?).

Una sefial para la que no existe un valor que satisfaga la relacion anterior se dice que es
una sefal no periddica. Un ejemplo de una sefial periddica y una no-periddica se muestran en
la Figura 2.1. Podemos observar que en la Figura 2.1.a se repite la sefial cada intervalo de
tiempo T, sin embargo, en la de la Figura 2.1.b no es posible encontrar un tiempo finito para el

que se repita la sefial, al menos en el intervalo mostrado.
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Figura 2.1. Ejemplos de sefiales periodicas (a) y no periddicas (b)

2.1.2. Senales aleatorias y deterministas.

Una sefial puede clasificarse como determinista si no existe incertidumbre con
respecto a su valor en cualquier instante de tiempo y como aleatoria si existe algin grado
incertidumbre antes de que la sefial realmente ocurra. Las sefales deterministas pueden ser
modeladas, en la mayor parte de las ocasiones, mediante expresiones matematicas explicitas,
de la forma f(t)=... . Para una sefial aleatoria no es posible escribir tal expresion explicita, sin
embargo, si una sefial aleatoria es observada durante el tiempo suficiente el proceso aleatorio
que la origina puede mostrar ciertas regularidades que podrian ser descritas en términos de
probabilidades y medias estadisticas. Un modelo de este tipo es particularmente tutil para
caracterizar seflales y ruido en los sistemas de comunicaciones. Ejemplos de una senal

determinista y una aleatoria se muestran en la Figura 2.2.

2.1.3. Seiales analogicas y discretas.

Una sefial analégica, f(t), es una funcion continua el tiempo, esto es, que estd definida
de forma univoca para todo t. Por el contrario, una sefial discreta, f(kT,) es aquella que existe
solo a tiempos discretos. En este caso se caracteriza por una secuencia de valores definidos en
cada intervalo de tiempo, kT,, donde k es un entero y T, es un intervalo de tiempo fijo. Estas

definiciones se ejemplifican en la Figura 2.3.
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(a) (b)
Figura 2.2. Ejemplos de sefiales determinista f(x)=0.5t*0.8sen(1.2t) (a) y no determinista (b)
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Figura 2.3. Ejemplos de sefiales continua (a) y no continua (b)

2.1.4. Seiales de energia y de potencia.
Una senal eléctrica puede ser representada como un voltaje, v(t), o una corriente, i(t).

La potencia instantanea disipada por una tension en una resistencia R es:
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v(t) =i(t)xR

! (2.2)
p(t) =i(t)x v(t) = VR(t) [watios]
y para una corriente
p(t) =i(t)xv(t)=i*(t)xR  [watios] (2.3)

Sin embargo, en los sistemas de comunicaciones, la potencia es a menudo normalizada
asumiendo que R=1Q. De esta forma, las dos ecuaciones anteriores normalizadas muestran que

la potencia es proporcional al cuadrado de la senal. Por lo tanto, la potencia instantanea

asociada con la senal f{(t) seria:
p(t)=f2(t)  [watios] (2.4)
donde f{(t) puede ser tanto un voltaje como una corriente.

De acuerdo con esto, la energia disipada durante un intervalo de tiempo (t,t;) por una

sefal real (no compleja) f(t) seria:

E= "fmd  [julios] (2:5)

Y la potencia media disipada en ese intervalo de tiempo:

1 (2.6)

P= t :2 f2(t)dt  [watios]

1 2

Teniendo esto en cuenta, podemos clasificar f(t) como una sefial de energia si, y solo
si, se tiene una energia distinta de cero pero finita (0<E<eo) para todo tiempo, donde, en este

Ccaso:
E= " f'(odt [julios] (2.7)

Por lo tanto, una senal de energia es una sefial que s6lo existe durante un intervalo finito de
tiempo o que tiene la mayor parte de su energia concentrada en dicho intervalo. En el mundo
real todas las sefiales que se transmiten tienen, por supuesto, energia finita. Sin embargo, con el
fin de poder tratar sefiales, como las periodicas, definidas para todo tiempo, se definen las
sefiales de potencia. Una sefial de potencia es aquella que posee una potencia media finita pero

distinta de cero (0<P<eo) para todo tiempo, donde, en este caso:
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(a) (b)

(c) el (d) e_tz

Figura 2.4. Ejemplos de sefiales de energia.

p= lim% Uf(dt [watios] 2:8)

Una sefial de energia tiene una energia finita pero una potencia media nula, mientras
una sefial de potencia posee una potencia media finita pero energia indefinida. En general, las
sefales periodicas y aleatorias son de potencia, por ejemplo las sefiales mostradas en las figuras
2.1.ay 2.2.b, y las deterministas y no periddicas son de energia, como las mostradas en la

Figura 2.4.
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2.2. SENALES PERIODICAS.

Hemos definido una sefial periddica segun la Ecuacion 2.1, y una condicion que debe
cumplir es que no tenga tiempo de inicio o de finalizacion, esto es, que sea eterna. Por lo tanto,
es una sefial de potencia que cumple la condicién 2.8. Todo esto indica, que las sefales
estrictamente periodicas no son realizables, sin embargo, el concepto de sefial periddica es
simple y muy util, pudiéndose generar facilmente sefiales que se aproximen a la idea

conceptual.

Un caso especial de senal periddica, muy importante por su utilizaciéon en muchos

aspectos de la teoria de sefiales, son las sefiales sinusoidales, que las podemos representar por:
f(t) = A cos(at + @) = A cos(2ft +¢) (2.9)
donde A es la amplitud, ® la frecuencia angular, f la correspondiente frecuencia lineal
(0=2n 'y f=1/T, donde T es el periodo de la sefial) y ¢ la fase. En la Figura 5 se muestran
algunos ejemplos de sefiales sinusoidales representados en el intervalo de 0 a 1 segundos. La
grafica (a) corresponde a un coseno de amplitud 2, fase nula y frecuencia f =1 Hz (Hertzio
Hz=1/s), por lo que se repetira cada segundo. En la sefial de la grafica (b) se ha doblado la
frecuencia, f =2 Hz, con lo que cada segundo la sefial se repite dos veces o, lo que es lo
mismo, el periodo seria T=0.5s. La sefial (c) tiene una amplitud A=4, con lo que la excursion
de la sefial en el eje ‘y’ es mayor. Por ultimo, la diferencia entre la grafica (a) y la (d) estad en la
fase, pues para esta ultima vale ¢=m/2, lo que quiere decir que la sefial esta desfasada un cuarto

del ciclo completo (2m).

Es importante sefialar que toda la teoria que se expondra en el presente apartado sera
aplicable exclusivamente a las sefiales periodicas en general, dedicandose el apartado posterior

a las senales que no lo son.

2.2.1. Series de Fourier

La mayor parte de las sefiales periddicas de interés pueden aproximarse por la suma de
sefiales sinusoidales con las frecuencias, fases y amplitudes adecuadas. De forma general, el
error entre esta aproximacion y la sefial real serd mas pequefio cuantos mas términos se tengan
en cuenta en dicha suma. En la Figura 2.6 se muestra este hecho, pues se aproxima la sefial
periddica de frecuencia /=1/4 Hz de la gréafica (a), mediante la suma de las cuatro senales

sinusoidales de la grafica (b), dando como resultado la sefial mostrada en (c).



II-7

40— ) 40 = ¢y
2.0 — 2.0 —
0.0 . t(s)1 0.0 . t(S)}
0/0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0j0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
2.0 —| 2.0
40 — 4.0 -
f(t)=2 cos(2mt+0) f(t)=2 cos(2m2t+0)
(a) (b)
4.0 — f(t) 4.0 — f(t)
2.0 — 2.0 —
0.0 . . t(s)1 0.0
0/0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 0.2 0.4 .
| i t(s)
-2.0 — -2.0 —
4.0 — 4.0 -
f(t)=4 cos(2mt+0) f(t)=2 cos(2mt+1/2)
(c) (d)

Figura 2.5. Ejemplos de sefiales sinusoidales.

Para aproximar una sefial periddica cualquiera, necesitamos una sinusoide para cada
multiplo entero de la frecuencia fundamental de dicha sefial, siempre que podamos fijar la
amplitud y la fase de cada una de las sinusoides. La frecuencia fundamental, f,, es la inversa

del periodo de la sefial a aproximar:

=L 210
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Figura 2.6. Ejemplo de serie de Fourier (c) de 4 armonicos (b) para aproximar la sefial original (a)

La correspondiente frecuencia angular fundamental seria:

W,

= 2 [rad/s] (2.11)
T
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Figura 2.7. Aproximacion de una sefial periddica con componente continua (a) sin tener en cuenta

dicha componente en el desarrollo y (b) teniéndola en cuenta.

Las sinusoides del desarrollo con frecuencias iguales a f,=nf, (con n un entero) se
denominan armoénicos n-ésimos del fundamental. Ademés, un hecho importante que debemos
tener en cuenta es que al sumar sinusoides siempre obtendremos una funciéon que serd simétrica
respecto al eje temporal, por lo tanto no podremos aproximar aquellas funciones periddicas
que, durante un periodo, no permanezcan el mismo tiempo con valores positivos que con
valores negativos. En la Figura 2.6 la sefial periddica que se pretende aproximar es simétrica
respecto al eje temporal, sin embargo, la de la Figura 2.7.a no lo es, por lo que no puede ser
aproximada por la suma de sinusoides, es necesario afadir una constante al sumatorio que
tenga en cuenta el desplazamiento vertical de la sefial, como se muestra en la Figura 2.7.b. Esta
componente se denomina componente de continua de la sefial, ya que estd asociada a la

frecuencia nula (0 Hz), y corresponde al valor medio de la sefial:

" iyt (2.12)
T/2

B = lim

No debe confundirse con la definicion de potencia expresada en la Ecuacion 2.8.

En general la suma de las sinusoides necesarias para aproximar una sefial periddica se
conoce como Serie de Fourier y la podemos expresar, por ejemplo para una tension v(t), de la

siguiente forma:
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v(t)=c, +c, cos(t+¢,)+c,cos(w,t+@,)+c,cos(wt+¢;)+- (2.13)

donde cq es el término de continua, la sinusoide asociada a la frecuencia ®;=1 wy=21/T el

primer armonico, la asociada a =2 @y el segundo armodnico, etc.

2.2.1.1. FORMA TRIGONOMETRICA.
Como hemos visto, una sefal periddica se puede aproximar por una suma de cosenos

mas la componente de continua, que lo podemos expresar de forma compacta como:

vit)=c,+ c,cos(w,t+¢@,)=c,+ ¢, cos(n@,t+ae,)

n=1 n=1

(2.14)

De forma similar podemos desarrollar v(t) en forma de suma de senos y cosenos con

fase nula:

=)

v(t)=a, + [an cos(m,t)+b, sen(a)nt)]

n=1

(2.15)

En este caso cada armoénico quedaria expresado en funcion de dos nimeros reales que
corresponden a las amplitudes del seno y del coseno para la frecuencia en cuestion, en lugar de
estar en funcion de la amplitud y la fase del coseno como en la Ecuacion 2.14. Ambas
expresiones son equivalentes, como se puede comprobar facilmente. Los términos cy y ap son

iguales pues corresponden a la componente de continua. Para cada uno de los armoénicos, si
. . e e g 2 2 ., .
multiplicamos y dividimos por 4/a, +b; en la Ecuacion 2.15 y lo denotamos por c,:
5 13 a b )
arzl + brzl 2 - 2 2 - 2
ya; +b; ya; +b;

cosw,t+ sen@.t =c, (cosh, cosw, t+send senw,t)=
c, cos(w,t-0 )=c_ cos(wt+¢,)

donde el angulo 0, esta relacionado con a, y b, segun el esquema de la Figura 2.8 y:

c, =+a’+b’ (2.16)

tgp =tg-60 = b = ¢n:arctg(_b“\ (2.17)
a a

n n

Si las amplitudes ,c,, de los armoénicos de la serie de Fourier son representados frente a
la frecuencia, el resultado se conoce como espectro de amplitud discreto o de lineas. De la
misma forma, si representamos las fases frente a la frecuencia el resultado es el espectro de

fase discreto. Un ejemplo se muestra en la Figura 2.9.
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Figura 2.8. Relacion entre 0, y las amplitudes del desarrollo en serie de Fourier en senos y

COSenos.
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Figura 2.9. Ejemplo de espectros discretos de amplitud y fase.

Se puede observar que aparece una linea para cada frecuencia discreta, multiplo entero
de la frecuencia fundamental oy, de ahi su nombre. Ademads, la fase para la frecuencia nula no
esta definida. Esta representacion da idea de la importancia que tienen las distintas frecuencias

en la composicion de la sefial periddica que estemos aproximando.

2.2.1.2. CALCULO DE LOS COEFICIENTES DE FOURIER.
El primer coeficiente, ag=cy, que corresponde a la componente continua es la media o

valor medio de la sefal, por lo que puede calcularse de la siguiente forma:
1 T
a,=co=—  v(t)dt (2.18)
Tt
En la practica es més facil usar la forma trigonométrica en funcion de senos y cosenos

para obtener los coeficientes. Sin embargo, antes de calcularlos es necesario conocer algunas

propiedades de las funciones seno y coseno:
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t+

T
t cos(nw,t)dt=0  paran#0 (2.19)
+T
: sen(nw,t)dt=0  paratodon (2.20)
Es decir, la integral de ambos sobre un periodo entero es cero, pues la funcion esta el
mismo tiempo sobre el eje temporal que bajo ¢l, como se muestra en la Figura 2.10.a. Por otro

lado, el seno y el coseno forman un conjunto de funciones ortogonales, por lo que cumplen:

* 0 sim#n
t Tcos(ma)ot)cos(na)ot)dt = 3[ . (2.21)
T/2 sim=n#0

+ 0 sim #n
o sen(ma,t)sen(nw,t)dt = J . (2.22)

' T/2 sim=n
tHT sen(ma,t)cos(nw,t)dt = 0 paratodomyn (2.23)

En la Figura 2.10 se muestran algunos ejemplos de productos de funciones seno y
coseno, donde se ha sombreado el area correspondiente a la integral sobre un periodo. La
grafica (b) representa el producto de dos cosenos con distinta frecuencia con lo que el area total
bajo el eje temporal y sobre €l son iguales. No ocurre lo mismo cuando ambas frecuencias son
la misma, como es ejemplificado en la grafica (c), en este caso el resultado de la integral seria
distinto de cero. Cuando el producto corresponde al coseno por el seno, el area bajo el eje
horizontal siempre es igual al area sobre el mismo, sin importar los valores de los enteros m y

n.

Para calcular los coeficientes, partimos del desarrollo de Fourier en senos y cosenos,
Ecuacion 2.15, multiplicando ambos lados de la misma por cos(mmyt) e integrando sobre un

periodo:

t+T t+T 4T | —
v(t)cos(mw,t)dt =a,  cos(mw,t)dt+ . Zan cos(nw,t)cos(ma,t) |dt
t t
n=1

n=1

t4T | —|
+ {ansen(nwot)cos(ma)ot) dt

Teniendo en cuenta las ecuaciones 2.19 a 2.23 e intercambiando el sumatorio con la

integral:

t+T ® t+T > t+T

v(t)cos(mw,t)dt =0+ a,  cos(nw,t)cos(ma,t)dt + E b,  sen(nw,t)cos(mw,t)dt
t t t
1 n=]

1]
S
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0.0

f(t)=cos(0.8)*cos (2.4*t)

(b)

1t(s)

f(t) )=cos(0.8t)*sen(2.4¢)
(d)

Figura 2.10. Propiedades de las funciones seno y coseno como funciones ortogonales.

El primer y tercer términos a la derecha de la igualdad son siempre nulos, y el segundo

es sOlo distinto de cero cuando m=n. Siguiendo un procedimiento similar para el seno,

obtenemos los coeficientes by, con lo que tenemos:

T Y(Hcosma,

T (Hsen(na,tdt

(2.24)

(2.25)



II-14

De cierta forma puede verse como la aplicacion de filtros a la sefal original v(t). Si, por
ejemplo, v(t) tiene una componente parecida a cos(nmyt) el coeficiente a, serd importante.
Realmente lo que hacemos es calcular la media, en un periodo, del producto de la sefial por la
sinusoide correspondiente. Si v(t) tiende a ser positiva cuando cos(nwyt) es positivo y negativa
cuando el coseno es negativo, la media en el periodo sera grande, indicando un buen grado de
similitud entre ambos. Si, por el contrario, v(t) tiende a ser negativa cuando cos(nmyt) es
positivo y viceversa, la media del producto seria grande pero negativa. Si existe poca
correlacion entre v(t) y cos(nmypt) la media seria cercana a cero, indicando que v(t) no tiene

ninguna componente que se asemeje al coseno con esta frecuencia.

Ejemplo 2.1.

Encontrar y representar los dos primeros coeficientes de Fourier de una senal
rectangular unipolar que forma un tren de pulsos de amplitud 3V, con periodo 10ms y que

permanece en alta el 20% del mismo. El inicio del pulso (flanco de subida) coincide con t=0.

3.0 —

2.0 —

1.0 —

<)
D

0.000 0.004 0.008 0.012 0.016 0.020 0.024
t(s)

El término de continua seria:

1 w7 1 0.002
— v(dt=——  3dt=0.6V
T ¢ 0.01 ©

a, =€y =

Los coeficientes a,, teniendo en cuenta que wy=2m/T:

2 )

2 T 0.002 3 2
a,=—  v(t)cos(nw,t)dt = —— 3cos(nw,t)dt = —sen| n——0.002
Tt 0.01 o nzw 0.01

con lo que
2;=0.9082V y a,=0.2806V

De forma similar, para los coeficientes by:
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b, =2 “Tysentnayodt =2 " 3sentnaytdt = | cos| n-2%-0.002 | -1
T« 0.01 0 nz 0.01

y
b;=0.6598V y b,=0.8637V

Segun esto y teniendo en cuenta las ecuaciones 2.16 y 2.17, las amplitudes de los dos primeros

armonicos seran:

c1=1.1226V y ¢,=0.9081V

y las fases

d1=-36°=-0.628 rad y ¢p=-72°=-1.257 rad.

Los espectros correspondientes serian:

1.2+
-
2+
0.6 T L
E3
/2= 0.01 *0.01
)
27 4 -

0 001 001

2.2.1.3. SENALES CON SIMETRIA.
Para funciones con ciertas propiedades de simetria el célculo de algunos coeficientes

del desarrollo en serie de Fourier se simplifica. Vamos a ver algunos casos:
T
a) Media cero. " v(t)dt =0. Ejemplo: Figura 2.11.a.
t
En este caso, como es logico, ap=cy=0. El resto debe calcularse.

b) Simetria de media onda. v(t) = —V(t + %\ . Ejemplo: Figura 2.11.b.

Posee media nula, con lo que ap=cy=0. Ademas, los a, y b, pueden calcularse para medio

periodo y solo para n impar:

4 17”2 4 12 .
a, = T o v(t)cos(nw,t)dt b, = T o v(t)sen(nm,t)dt con n impar.
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Figura 2.11. Ejemplos de funciones con simetrias especiales: a) Media nula. b) Simetria de media onda.

¢) Simetria par. d) Simetria impar.

¢) Simetria par. v(t) = v(-t). Ejemplo: Figura 2.11.c.
En este caso los b,=0 para todo n. Ademas, podemos calcular:

4 17”2
a, =$ . v(t)cos(nw,t)dt

d) Simetria impar. v(t) = —v(-t). Ejemplo: Figura 2.11.d.
En este caso los a,=0 para todo n y ap=0. Los b, pueden calcularse segun:

T2

b, ==
T

n

. v(t)sen(nw,t)dt

2.2.1.4. FORMA EXPONENCIAL.
Una forma alternativa de calcular los coeficientes de Fourier seria calcularlos
conjuntamente, para ello definimos el nimero complejo F', como una combinacion de los

coeficientes a, y by:

b, % t+TV(‘[)[cos(na)ot)Jr jsen(na)ot)]dt (2.26)

t
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De esta forma el desarrollo en serie quedaria:

v(t)=a, + [a_ cos(naw,t) + b, sen(nwyt)]=a, + Re{

n=l

T ejn,,,,otl (2.27)

n=l
donde Re{} denota la parte real. Vamos a ver que ambas expresiones son equivalentes:

F/ e =(a, — jb, )(cos(nw,t) + jsen(nm,t)) =

. (2.28)
a_cos(nw,t) + b _sen(nm,t) + j(a sen(nm,t) - b cos(nw,t))

y se puede observar que la parte real corresponde con el término del desarrollo trigonométrico.

De todas formas, la expresion 2.27 es poco elegante, pues hemos separado la
componente de continua y debemos tomar la parte real del resultado. Esto puede solucionarse

al tomar el sumatorio entre -co y +oo y definiendo un nuevo coeficiente de la forma:

(B _a,-j

% = % sin>0
E =1{a, sin=0 (2.29)

LF2H B +ib., sin<0

Con lo que la serie queda:
V(t) — - Fn ejna)ot (230)
Y la forma de los coeficientes:
Fn _ % t+T V(t)e.jnwotdt (230)
t

Jnaw,

Para n=0 ¢”"“"'=1, por lo que Fp=ap=c,. Para cualquier n#0:

n

¢, =arg(F )= arctg(— b—“\
a

Si v(t) es una funcidn real, lo que suele ser habitual, se cumple:

F

n

F

-n

y ¢ =—0.,

En este caso los espectros discretos de amplitud y fase estarian definidos para

frecuencias discretas tanto positivas como negativas, como se muestra en la Figura 2.12.
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RiEY | Es |
|51 [Fl [Fy | | Fs |

Figura 2.12. Ejemplo de espectros discretos de amplitud y fase para el desarrollo exponencial.

2.2.1.5. TEOREMA DE PARSEVAL.

La potencia promedio normalizada de una sefial periodica, esto es, la potencia disipada

en un resistencia de 1€2 debido a la sefal f(t) es:

)£ (0dt  [watios]

t+T 2 1
P= (o) dt =T

1
T ¢t
Si sustituimos la sefal por el correspondiente desarrollo en serie de Fourier

exponencial:

oo

Z Fmejmwot i F:e—jnwotdt

m=—co n=—co

1 =T
P=—
T ¢t

Si se supone que f(t) es integrable en el intervalo de integracion considerado se puede
intercambiar el orden de los sumatorios y la integral:
S SR jmayt _-jnawyt
P _mZman;an T, e dt

jma,

' también son ortogonales, cumpliendo:

emnginangg - [T ST n=m 231)
t 0 si n#m

Pero, las funciones e

t+T
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Por lo tanto:

-0, —0; -0, —0; -0, -0, 0 o 0, W; 0O, ©O; Opees

(b)
Figura 2.13. Ejemplo de espectros discretos de potencia (a) para el desarrollo exponencial y (b) para el

desarrollo trigonométrico.

P= ZFF—

n=—oo n=—oo

El Teorema de Parseval para sefiales periddicas queda:

p=L “ofar- 232

n=—oco

Esto es, si se conoce la funcion del tiempo f(t) se puede hallar la potencia promedio vy,
por otro lado, ésta también puede calcularse si se conocen sus coeficientes de Fourier. Si
representamos los términos |F,* frente a la frecuencia obtenemos el denominado espectro de

potencias discreto, como muestra el ejemplo de la Figura 2.13.a.

En el caso del desarrollo de Fourier en forma trigonométrica el Teorema de Parseval

puede expresarse de la siguiente forma:

(2.33)

T dt =[e,[

Esto daria un espectro de potencias discreto solo para potencias positivas, como se

muestra en el ejemplo de la Figura 2.13.b.
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Ejemplo 2.2.

Encontrar la proporcion de la potencia total contenida en el término de continua (DC) y

los dos primeros armonicos de la siguiente sefal:
f(t)

+1

-T/2 T/2

La potencia media total en un periodo seria:

0

t+T 2 1
P= [f(t) dt = T

1 1 ™™
— (-D)’dt+— 1’dt=1W
T t 2 T o
Para calcular la potencia contenida en los dos primeros armoénicos y el término de
continua vamos a utilizar tanto el desarrollo en serie trigonométrico como el exponencial.

Comencemos por el primero:
a) Es una funcion de media nula por lo que ay=0.
Ademas tiene simetria impar por lo que los a, son nulos.
So6lo debemos calcular los by:

2 T2
b, =— o f(t)sen(nw,t)dt =

0 2 0
T p(Dsen@Bdt+ = (+Dsen(na;de =

| o

2 [1-cos(nm)]
nzw

Segun esto, los dos primeros coeficientes serian:
bi=4/t y by=0.

Por lo tanto:

co=ap=0, c;=4/m y c=0.

Segun el teorema de Parseval la potencia contenida en estos tres términos seria:
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2 2
2 ‘Cl‘ ‘Cz‘ 8 8
‘co‘ +T+ =0+—+0=—
V4 V3

Que representa un porcentaje de la potencia total

8
2
L -0.81=81%

—

b) Utilizando el desarrollo en serie exponencial:

F():C():O

y

F =l "hoemadi=L ° Chemaidi+ L 7 1)emad =
T © _T—T/Z(-)e T © (1)e B

; : {1—ej“”—e'j“” +1}: ‘ ! [2—2cos(n7r)]=.L[l—cos(nﬂ)]
2w 2z jr

Los términos correspondientes a los dos primeros arménicos son:

F o= fi-(-1)]= = Fy=——[i-(-]==2
L4 T -7 7T
Fo=g-]=0 Fo = 1-]=0

Seglin el teorema de Parseval la potencia contenida en los dos primeros arménicos y en

la componente de continua seria:
[F o +|F_1[*HEo[*+[F | *+HFa* = 0+(4/n%)+0+(4/m°)+0=8/m°

Con lo que el porcentaje de la potencia total seria, igual que en el apartado anterior,

81%.

Ejemplo 2.3.

Calcular el espectro de Fourier discreto para la funcién periddica pulso cuadrado

mostrada en la siguiente figura:
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-T/2 T T/2

Los coeficientes de Fourier del desarrollo exponencial son de la forma:

E :i t+T f(t)e.jnwotdt :l T/er.jnthdt:i{e-jnwo(zﬂ) _e-jna)o(-f/Z)}
T ¢t T -72

n

Az sen(nw,7/2) _ A7 sen(x)

= sinc(x)
T nwsr/2 T

donde x=nwyt/2=nnt/T

Esto no tiene sentido para n=0, por lo que lo calculamos:

1 = _ﬂ
T = T
en(x)

. .S
Sin embargo, como lim

X—>00 X

=1, podemos generalizar escribiendo:

oo

f(t) = A7 sinc(n—m\ e conw, = 2
T T T

n=-oco

Vamos a ver la forma de la funcién sinc(x):

sinc(X)

| | | N |

- =———sen
jno,T nw,T (

7)

non =

_4n'\{3|n _zln\/l_n 0 Mﬂ 3H1t

Para representar el espectro vamos a asignar varios valores numéricos a T y T:

a) T=2,1=1/2

Con esto my=Tt, con lo que la separacion entre las lineas del espectro seria .
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Los ceros de la funcién sinc(x) se producen cuando x=mm (m=+1,+2,43,...). Esto es, cuando

nnt/T= mm, o cuando n=4m. Es decir, cada 4 lineas se produce un cero de la envolvente.

La amplitud maxima seria A/4. Todo esto se representa en la figura siguiente:

,,,,, T

A4

2n —811:| ______ 11—411:

b) T=4, 1=1/2

-7

T 47:1, _____ |8n

En este caso se la envolvente se anula cada 8 lineas, pues n=8m, pero la distancia entre

lineas se ha reducido a la mitad, my=m/2, al ser el periodo T el doble. La amplitud méxima

es A/8.

c) T=2,1=1

El periodo es el mismo que en el primer caso, por lo que la separacion entre las lineas sera

wy=7t. Los ceros de la envolvente se produciran cada 2 lineas, pues n=2m. La amplitud maxima

para, w=0, es en este caso A/2
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En general podemos deducir que la forma del espectro, su envolvente, depende de la

forma del pulso y no del periodo de la sefial. Sin embargo, €ste fija la frecuencia fundamental

de la sefial y, por lo tanto, la separacion entre las lineas del espectro.

2.2.2. Ancho de banda de una sefal.

El ancho de banda de una senal se define como la diferencia (usualmente expresada en

Hz) entre las frecuencias minima, fy,;,, y maxima, fi.x, nominales. El problema surge al definir

dichas frecuencias, dando lugar a diferentes definiciones para este concepto. Las mas utilizadas

son las siguientes:

El ancho de banda absoluto, fi.x-fmin, donde el espectro de la sefial es nulo fuera del
intervalo delimitado por ambas frecuencias. El problema de esta definicion estriba en
que muchos espectros se extienden infinitamente en frecuencias, como los mostrados en

el Ejemplo 2.3.

El ancho de banda de 3dB o ancho de banda de potencia mitad, fi.x-fmin, donde estas
frecuencias se fijan de forma que las componentes que quedan fuera del intervalo estén
3dB por debajo de la componente espectral de magnitud mayor. Si estamos tratando
con amplitudes el corte estaria en 0.707 veces el mayor valor espectral y en el caso de

potencias en la potencia mitad, 0.5 veces la potencia méxima.

El ancho de banda de potencia, fi.x-fimin, donde estas frecuencias definen la banda en la

que reside el 99% de al potencia total de la sefal.

El ancho de banda nulo a nulo o ancho de banda de cruce cero, fax-fmin, donde estas
frecuencias definen el primer nulo del espectro a cada lado de la componente espectral

de mayor magnitud.
Estas definiciones se representan en el ejemplo de la Figura 2.14.

En muchas ocasiones la frecuencia minima coincide con la frecuencia cero, esto es, con

la componente de continua, definiéndose el ancho de banda de la misma forma descrita

anteriormente sin mas que tomar fi,;,=0Hz.
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AA A
v

Figura 2.14. Diferentes definiciones de ancho de banda de una sefial: a) absoluto, b) de 3 dB, c) de

potencia y d) de nulo a nulo.

2.3. SENALES NO PERIODICAS.

Las sefiales que no son periddicas no pueden ser aproximadas por una suma discreta de
armonicos, es decir, por una serie de Fourier. Por ello, para describir estas sefiales en dominio

de la frecuencia, se utiliza una técnica mas general denominada Transformada de Fourier.

2.3.1. Transformada de Fourier.

La forma tradicional de introducir el concepto de la transformada de Fourier es tratarla
como un caso limite de una serie de Fourier para una sefial periddica cuando su periodo tiende
a ser infinito. Supongamos que tomamos una sefial no peridodica como la mostrada en la Figura
2.15.a. y queremos representarla por una suma discreta de funciones exponenciales en todo el
intervalo temporal (-eo,c0). Para ello construimos una nueva funcion, fr(t), periddica, de periodo
T,de manera que f(t) se repite cada T segundos, como se muestra en la Figura 2.15.b. La

funcioén original puede obtenerse a partir de fr(t) sin mas que hacer tender T a infinito.

Como la nueva funcion, fr(t), es periddica la podemos representar por medio de una

serie de armonicos:

f.(t)= F "

n=-oo
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ft)

t
(a)
fr(t)
[N~ NAC N[
< T >
(b)

Figura 2.15. Extension de la serie de Fourier al caso de sefiales no periddicas.

con

_ 1 w71 it _ 27T
Fn = ? . fT (t)e dt y , —T

Antes de tomar limites debemos realizar algunos cambios en la notacion:
W, =nw,
F(w,)=TF,

Por lo que tenemos:

0= ~F@)e™ = Fa)e 22
T 2

T2 ot
Fw,) = fr(he’™dt

donde hemos sustituido @y por el equivalente Aw que denota la separacion entre las lineas del
espectro discreto. El intervalo de integracion se reliza en un periodo simétrico respecto al

origen.
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Cuando hacemos el periodo T muy grande A® se hace muy pequefio, por lo que las
lineas se acercan mucho entre si. En el limite, cuando T—eo las lineas se unen formando lo que

se conoce como espectro continuo. Por lo tanto, en este limite:

W, > O
Fw,) — F(o)

> -0
Teniendo esto en cuenta, podemos escribir:
f(t) = lim f; (6) = i _ F(w)e™dw
Flo)= _flte"dt
o, utilizando la frecuencia lineal /~=2m:
fty="_ F(f)e"™df
F(f)=_fitye ™ dt

Estas ecuaciones se conocen como par transformado de Fourier, lo que se suele

denotar por:
Transformada directa de Fourier: F(w) =/ {f(t)}: _w f(t)e dt (2.34)
Transformada inversa de Fourier: f(t) = 7 _I{F(a))}z 2L B F(w)e'dw (2.35)
P

La interpretacion en el caso continuo es similar a la del caso discreto. Podemos suponer
F(w) como una funciéon que da cuenta de la parte de la sefial que es idéntica a o,
representando f(t) como una suma continua de funciones exponenciales, cuya amplitud relativa
viene dada para cada frecuencia por F(w). De esta forma, F(®w) seria la funcién densidad

espectral de f(t).
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2.3.2. Seiales con simetria.
Al igual que en el caso de las series de Fourier, si la sefial f(t) presenta cierta simetria es

posible alguna simplificacion en el calculo de la funcion densidad espectral. En este caso, si

a) f(t) es real y par:
F(w)=2 _f(t)cos(awtydt
b) f(t) es real e impar:

F(w)=-2j f(t)sen(att

2.3.3. Pares de transformadas de Fourier.

La transforma de Fourier, para sefiales no periodicas, y las series de Fourier, para
sefiales periddicas, proporcionan un enlace entre dos formas de representar las senales
equivalentes, pero muy diferentes. Uno suele estar acostumbrado a representar las sefiales en el
dominio temporal, esto es, su evolucion en el tiempo, tal y como se observan en la pantalla de
un osciloscopio. Cuando aplicamos la transformada de Fourier obtenemos una representacion
de la amplitud y la fase de sus componentes espectrales frente a la frecuencia. Al existir uno, y
s6lo un, espectro para cada funcién del tiempo, si tenemos una descripcion completa de una
sefal en el dominio temporal la descripcion en el dominio frecuencial puede obtenerse de

forma exacta y viceversa.

Veamos algunos ejemplos de pares de transformadas basicas:

2.3.3.1. PULSO RECTANGULAR.

El pulso unitario rectangular, Il(t), se define de la siguiente manera:

1O
(1.0 si |f<1/2
() =405 si [tf|=1/2
10 siff>1/2
-1/2 172

Su espectro seria:



oo ot vz o e'j‘”t 12 1 e 2
Flw)= f(He??dt= e’ dt=|— =—|e?—e?|={sen(w/2)=
- B o], Jo
(@) _ i o(ar2)
w2
Su representacion seria:
F(w)

\/II/\I\/I \/Imv ®
-6t -4n —-2m 2n— 4n 61
. . t-T)
Para un pulso cualquiera, centrado en el tiempo T y de ancho 7, IT| —
T

o0 . +1 . -jat
F(w)= f(t)e’“dt= ' Qe'”"dt:{e. 1
-0 T-t/2 — _]a)

T-t/
1 i _jw(x/2) joT _-jo(t/2) e
_—[e'”’ el —e e ]= ——sen(wr
jo wr /2

2.3.3.2. FUNCION IMPULSO.

T+1/2

_ _[ejw(T—t/Z) _ e—jw(T+r/2)] _
, JO

/2) =t sinc(wr /2) e "

jf -
e?—e
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Consideremos un pulso alto y estrecho centrado en el tiempo T, de ancho T y una

amplitud 1/7.

/g
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La funcién impulso o delta de Dirac puede definirse como el limite de este pulso

rectangular cuando 7 tiende a cero:

5(t-T) = limlﬂ(ﬂ\

=0 T T

Al estrecharse el pulso se hace més alto. La delta la podemos expresar como:

5t T)—Joo si t=T
0 si t2T

y
S S(t-Tyt=1

De forma mads estricta podemos definir la funciéon impulso por su “propiedad de

muestreo”:
 S(t-Df(dt =(T)

Teniendo en cuenta los resultados del apartado anterior, la transformada de Fourier de

la funcion impulso seria:

lim 3{1 H(ﬂj1 — limsinc(ez /2) ¢77
7—0 T T -0
Fo-T)]=e"

Si el impulso se produce para t=0:

Is]=1

2.3.4. Propiedades de la Transformada de Fourier.

e Linealidad (Superposicion)
Haf (1) + bg(t)} = aF (w) + bG(w)

e Dualidad

Si:
Hro}=F(w)

Entonces:

HF(0)}=27f (-o)



Escalado temporal

Si:
Hrol=F(w)
Entonces:
Tt (on)}= iF(@
of e

Desplazamiento temporal

Si:
Hr )= F(o)

Entonces:

Hr-1)t=F@)e '™
Desplazamiento en frecuencia

Si:
Hr )= F(o)

Entonces:

Hr@we™ }=F(o-a,)
Derivacion

Si:
Hr)}= F(w)

Entonces:

7 {% 0} = jor@)

2.3.5. Convolucion.

La convolucion entre dos funciones f(t) y g(t) se define como:

z() =) *gt) = f(yg(t-7)dz
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(2.36)

Esta operacion que es de gran interés en el estudio de los sistemas lineales, como se

comprobara en el siguiente tema, puede pensarse como un proceso de 5 pasos, mostrados en la

Figura 2.16.

1)
2)

3)

Los argumentos de las funciones son sustituidos por la variable 1. (a y b)

Una de las dos funciones, en este caso g(T), es invertida en el tiempo: g(-1). Es un

reflejo especular respecto a t=0. (c)

Se introduce una variable de desplazamiento t dando lugar a g(t-t). Seria una version de

g(-7) desplazada t segundos. (d)
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f(7) g(7)
1
1/2
1 T 1 T
(a) (b)
g(-1) g(t=7)
1/2 L2
-1 T _!1 t T
(c) (d)
f{7)g(t-7) (1) g(t-1)
0<t<l1 1<t<?2
1
1/2 1/2 L
-|1 t 1 U I1 t1 1 t*°
(e) (e)
f(t)*g(t)
1<t<2
1/2
’ t
1 2
(D

Figura 2.16. Ejemplo grafico del célculo de la convolucion.

4) Se realiza el producto f(7)g(t-T) para cada valor de t.

5) Se calcula la integral en T de dicho producto, es decir, el area bajo la curva. (e y )
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Para nuestro interés, las propiedades mas importantes de la convolucion son:
a) Es conmutativa, asociativa y distributiva respecto a la adicién:
f*g=g*f
f*(g*h)=(f*g)*h
f*(gt+h)=f*g+f*h
b) El operador unitario es la funcion impulso &(t)
f()*3(t)=A(t)

¢) La convolucion en el dominio temporal corresponde a una multiplicacion en el

dominio frecuencial y viceversa.
() *g(0)}=F(0)G(w)

FAf(Og®}=(12m)F(0)*G(w)

2.3.6. Teorema de Parseval para sefiales de energia.

La energia normalizada, es decir, la suministrada a una resistencia de 1€, es:

E= " |fp)'dt= " f©f (hdt= f(t){L ) F*(a))e'j“‘da)—|dt:
—oco —co —oo 27[ —oo

1o F*(a))[ - f(t)e'j“"dt—|da)) L~ F'(@)F(w)dw

2T - 2w

Por lo que el Teorema de Parseval queda:

> 2 o 2 o 2 2.37
E= [f(t) dt:i _[Fw)[ do=_[F(/)] df (@37)



